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L'INFINTI




CHAPITRE I

IMPORTANCE DE L'INFINI EN MATHEMATIQUES

L‘infini est inévitable en mathématiques, Vouloir 1l'en , 1

~bannir serait une entreprise vaine et d'avance voude & 1'échec;

- car si elle devait rdussir elle équivaudrait 3 1a suppression
des mathématiques elles<mémes, ﬁans‘le glgantesque édifice que
constituent les mathdmatiques contemporaines, la présenaevde
1'infini n'est pas confinée & un secteur ou & 1'autre, mais
elle est partout répsndue, & tel point qu'Hermann Weyl a pu

- faire cette déclaration déjé citée: "Mathematies is the science
of the infinite"l, Vraisemblablement 11 n'en%endait pas, par
1&, définir les mathématiques, mais voulait plutdt souligner
1'importance ecapitale du rélé qu'y joue l'ihfini. Une grave
erreur & éviter, c'est celle de croire l1'infinl présent dans
les seuiesamathématiques supérieures ou avancéesj car, en'fait,
méme si sa présence y est plﬁs diserdte et effacée, c'est aux:
portes mémes des mathématiques que 1'infini est présent. Une

autre erreur passible serait de croire que l'apparitien de

New Haven, Yale Univ, Press, 1932.
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1'infini en mathdmatiques est de date récente. 81 1'on doit
'reconnaitre qu'il joue aujourd'hui un role 11limité et prépon-

dérant dans les mathématiques contemporaines, rdle qui n'a

- cessé de grandir au cours des sidcles, il n'empdche que sa

présence est d6jd assez fortement accusde dans les mathémat1~

gues grecques pour y étre alsément'pereeptiblel.

Nous poursulvrons, dans ce ghapitre, un double bub: mon- |
trer tout d'abord, de fagon aussi bréve et simple que possible,
mais quand méﬁe probante, quelle place immense tisnt 1'infini
dans les mathémétiques tant anclenmnes gque contemporainﬁs; en
second lieu, faire volr le rdle granﬁissaﬁt que 1'infinl a &té
appelé & y Jouer 3 mesure que celles¢é§ se développaient au

cours des sidcles, sans toutefols nous astrelndre aux exigen~

~ces d'une présentation & caractdre proprement historigue,

Nous envisagerons d'abord 1'infini au niveau des mathéma-
tiques élémentaiées, i,e., 14 ol 11 n'est pas faitlun ﬁsage
systématique de la notion de limite ni des processus infinis.
Ces éonsidérations vaudront et pour les mathématliques ancien~
nes et pour les mathématiques contemporaines. Ensuite, nous
verrons le role qui a été dévolu & 1'infini 3 partir de l'in-

vention du caleul 1nfinitésimal et, finalement, ce qu'est

1 Carl Friedrich von Weizsacker, Le monde vu par ls pl
Lo trades de_l'allemand par P, Meésar, ‘aris, Flammarion,
¢, 1956), p,183, L'auteur a assurément’de bonhes raisons
pour éerite que la géométrle d'Euclide est une géométrie du
fini. Mais il ne prétend pas par 13 gue 1'infini solt tota=
lement absent des Elémentss 11 faudrait autyement supprinmer.
ou ignorer toute la doctrine des paralldles et le livre X
qui traite des incommensurables et ol les vrocessus infinis
entrent en ligne de compte. : :
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devenu 1'infini avec 1'arithmétique trensfinie de Gsorg Cantor.

Rien ne paraft plus naturel que de demander quelle est la
raison, s'il en exiéte une, de la présence et de 1'importance
de 1'infint en mathématiques. Pour‘tous ceux qui reconnaissent,
dans la quantité, le sujet prépre total ou au moins partiel,
des mathématiques, la réponse est faeils, Rien d'étonnant, pour
eux, que l'étude systematique de la guantité cenduisge natural-
lement et inéluctablement 3 la considération de ces propriéiés
ﬁutuellement_exclﬁsives que sont le fini et 1'infin11. On sait
toutefols que cette vué relative au sujet des mathématiques
n'est pas celle de¢ nombreux mathématiciens qantemparains; il
serait probablement plus juste de dire que ce n'est pas ltopi-
nion de la plupart d'entre eux. Pour tous les disciples de
Rugsell et de Hilbert en tout cas, la quantlté n'a rien & voir

avee les mathématiques ou, plus justement peut-étre, n'a pas

plus de titre A l'attenﬁien du mathématieien que n'importe quoi

d'sutre. Dans de telles conditions, comment expliquent-ils la
place sl large et l'attention si grénde'accerdées & 1l'infini en
mathématiques? La réponse aest toute simples ils n'en fournis—

sent aucune explicatian.

Mais qu'importe la cause de cet état de choses, ce qui,

pour nous, est indiSpensahle, e'est de rendre manifeéte, d'une

1g, Thomas, In I nggggng 1eat. 6, m,62: *Infinitum autem,

secundum Philosophum in I Physic, s pertinet ad quantitatem; ita
quod id guod quantitate caret, neque finitum neque infinitum

esth,
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manidre simple mais efficace; cette présence partout répandue

de 1'infini en mathématique. A cette fin, oceuponsg-nous d'a-

bord du domaine ‘des nombres,

La signification du terme 'ﬁambrs' s'est fort &largie au
cours des sidcles, Pour Aristote ~comme pour Euclide du resto-
¢e terme désignait une multitude finie d'unités, une multitude
mesurée par 1'unitél, Plus conerdtement, on entendait par 'nome
bres' ce qu'on entend aujourd'hui par ‘nombres naturels' méins

l'unité, i.e,, la suite bien connue
2,3, % 5, 6,7, 8, ,.. m ...

M&is, gréduellement, le mot a été amend & désignar uﬁa multitude
d'entités mathématiques si vaste et si varide qu'il a perdu la
précision due 4 sa limitation d'autrefois. 5i hien qu'on se
voit, aujoﬁrd'hni, pour ainsi dire fercé de paxtager»éet immense
domaline en catééories plué restreintes et auxquelles  eorrespon-
dent des dénominatibns distinetives approprides. Pour signifier
1'unité et les nombres au sens ancien, on utilisera 1'expression
de 'nombres naturels' ou d'eﬁtiers positifs, Par nombres 'en-
tiers', on entend 1'ensemble ées nombres entiers positifs, nul
et négatifs; la classe des ‘nombres rationnels' ou ‘nombres

fractionnaires' comprend tous les rapports ou quotients de deux

1 ¢, Gottlod Frege, Ihg Foundat of AT
trad, JaL. Austin, N.Y,, Harper Torcl ooks, 19 .
b et restreint de mime quun sens larse
du terme ‘nombre', Le sens strict est restreint aux 'nombres
naturels' qui, pour lui, inecluent 1'unité.




nombres entiers, toutes les expressions de la forme w'n o

n, le dénominateur, n'est pas nul, 4 cela s'ajoutent les 'nom-

bres irrationnels' =les quantités irrationnelles d'autrefoig-

qui englobent tous les rapports quantitétifs qui ne peuvent
s'exprimer scus la forme de deux nombres entiers. Réunis aux

| nowbres raticnnels, ces derniers composent 1'snsemble des 'nom-

bres réels!, Un autre ensemble, dont la eréation a provoqué de

turbulents femcus et‘de virulentes controverses parmi les mathd~

matliciens, c¢'est celui des 'nombres complexes'. Ces nombres -

doivent leur appellation au falt gque leur représantation'dgnnev

naissance & une expression composée de deux partiess
a + bi,

~La premidre partie 'a' s'appelle partie réelle; 1'autre, Y,
coefficient de 'i‘,As'appellé partie imaginaire. Dans cette eX~
pression ou formule, ‘'a!' et"b'lreprésentent des nombres réals,
'i' gymbolise -1 » Ces nombres complexes sont les premiers
et les plus simples de toute une suites quaternions, biquater-
nions, sedénions dont 1'expressicn symbolique respective ot~
prend quatre, huit et seize termes. Ce sont 14 autant de caté-
gories de 'nombres hyﬁarcomplexes'. Il nous suffira eependant
de ne retenir ic¢i que les premiers‘ensemblés, Y compris celui
des nombres réels; quant aux autres; s'il était nécessaire de
les mentionner peﬁr dtablir la significatien trds élargle du
terme 'nombre!, leur étude, en regard de 1'infini, n'apporte
rien que nous n'ayons déjd de par l'analyse des ensembles anté-

risurs,
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Parmi tous ces ensembles, celui des nombres naturels est
le plus familier, le plus élémentaire, le plus fondamental de
tous. Il est & la base de tous les autres, il est leur fonde-
maht; tous a'y réduisent et s'y raménenﬁ, tous se définissant,.
de proche en proche, & partir et en fonction de cet ensemble.
initial, Comme l'édifiae mathématique teuﬁ entlier repose sur
les ensembles numériques mantiannés et que, d'autre part, tous
les ensembles numériques dépendent des nombres natureis,.on
peut dire qﬁé 1'univers mathématique tout entier se résorbe,
en dernidre instance, dans cet ensemble initial. On'pourrait
croire que l'infini n'a rien & voir avec un ensemble si simple
et si primitif., Il nfen est pourtant rien. Les nombres nstu-
rels formént un ensemble ordennél selon des valeurs croissantes
4 partir d'un premier terne, l'unifé. Autrement dit, 1ls fore
ment une suite croissante. Toutefols cette suite n'est pas
denses enire deux nombres naturels quelconqna,'il peut'exister
ou nbh des intermédiaires; s'il n'en existe paé, on a affaire
& des volsins, Chaque élément de cette sulte est constitué par
une multitude finie dlunités. Mais si elle posséde'gh premier
terme, elle n'a pas de dernier terme: guel que so1t le nombre
naturel qu'on nous désigne, 81 grand soit-il, on peut toujours

en former un plus grand en sjoutant une unité & celul qui 2 été

1 Dans 1a terminologie contemporaine des mathématiques,
on dirait que les nombres naturels forment un ensemble non Leu-
lement ordonné, mais encore dren=ordonné, parce qu'il possdde
un tout premiei membre, Cf, G, Birkhoff et 8. Maclane, :
iov_of Modern Algebra, New York, Macmillan, 19%6, p.9.
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proposé, et eela.sans fin, La suite des nombres naturels est
1llimitée, infinie dans le sens de la croissance des nombres
qui la composent bien qu'aucun de ses éléments constitutifs ne
s0it lui-méme infini, L'Infini est associd & la sulte des nom-
bres naturels, non pas aux membres de cette suite, Mais i1
reste que 1'infini est associé et présent A‘ce qui eonstitue

le point de départ méme des mathimatiques pour autant qu'en ne

peut le décrire correctement sans faire mention de 1'infini.

L'ensemble des nembres-entiersl_ ~positifs, nul et néga-

R

tifs- fait logiquement suite2 aux nombres naturelss

LA ""n, ‘Q. *3’ '*2, "1, 0’ ""l’ "'2’ _*‘3, oo ""n, e

Ce nouvel ensemble, & la différence du premier, n's ﬁi’ccmmen—

cement ni fin, ni premier ni dernier terme, il est {1limité et
& gauche et & droite, il est infini et dans le sens de la dé-

crolssance et dans celui de la croissance. Pour le reste, ses

caractéristiques sont celles de la suite des nombres naturels,

Et, pour notre propos, il n'y a rien d'autre 2 ajouter.

L'ensemble des nombres retionnels, successeur immédiat de

celul des nombres entiers, suscite un nouvel intérét pour la

1 on les désigne aussi, parfois, par l'expression de 'nom-
bres qualifiés'® ¢t ce n'est pas sane raison car ce sont plus
que des nombres tout court, 1ls désignent pius qu'une pure va-
leur absoluet & leur valsur absclue s'ajoute en effet un sens
ou une direction: & droite ou & gauche, au-dessus ou au-dessous

~d'un point de repdre fixe. ‘

{J 2 Historiquement les fractions sont apparues immédiatement
aprés les nombres naturels,

"L'TW:
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question de 1'infini, 81, A 1l'image de 1'ensemble des nombres
entiers, il est 11limité dans les deux sens, sans commencement
ni fin, 11 possdde en revanche une earaetéristique gue ne posw
sédalent pas ses prédécesseurs. Dans l'ensemble des nombres
rationnels sn effet 11 n'y a pas de veisins. Deux nombres en~
tiers peuvent dtre des voisins et se succéder 1mmédistements
entre 5 et 6 par exemple, 11 n'existe aucun autre nombre
naturel. Mais quels que solent les deux'nambres rationnels qui

solent suggérés, quelque minime que soit leur différence, on

 peut toujours intercalar uﬁg»nouVelle fraction entre eux, Sup~

posons données les deux fractions m/n et 13/s. Supposons en
outre que la premidre solt trés rapprochée de la éeeande, mais
inféricure A elles gyn < /8. Rappelons d'autre part que
l'ordre entre les fractions est défini par les relations sui-

vantess
ab <« /a | - pauM que a,d < be
&b = ga Ceeee ad = be (D
q/b > ¢/d u. ’ .'. . a.d :>‘b.c

I1 nous incombe maintenant de construire uﬁe fraction qui soit

& la fois supérieure & wn ot inférieure & 1/s. Pareille

construction peut &tre réalisée de plus d'une faqcn;, nais la

plus simple nous cenviendra. Elle consiste 2 additionner les

1 ct. Lauis Louturat De 1
Félix Alean, 1896, pp. 5558,
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numérateurs des fractions proposées pour former le numérateur
de la nouvelle fraction, A additionner également les dénomina-
teurs pour obtenir le dénominateur de la fraction cherchée. On
obtient ainsi la fractions

m+r/ n+s,
et 11Areste & montrer que

n < pil « s,
, n+s

La premidre indgalité est facile & vérifier. En /effet, ‘en ver-
tu des définitions (I) précédentes et de quelques prineipes

- fondamentaux de caleul, on a

Be8 < Nal
mn +Wes <L BmD 4 N,Y
meln +:8). 4 n.(m + 1)

it} < BREX . - (11)
I n+s

On voit paf 14 qu'd partir de‘l'inégalité des rractiens initi-
ales, on peut eonstruire ri_goureusement une nouvelle frection
qui dépasse en valeur la premidre éonnée. _Il‘ én va exactement
de méme pour la seconde inégalité, sauf qu'il faﬁdra ajouter
aux deux nembres d.e_. l'iﬂégaliﬁé primitive, r.s et non plus

m.n comme précédomment,

\ Be€ £ DT
BeS + o8 < DT + D8
(m+r)es < ro(n+s)
g ¢ nts. - (I1I)

r n+r




Béﬁnissant, (I1) et (III), on obtients

wn . g+ § < s
- -

+

La fraction conétruite répond donc bien 2 notre attente: elle
est véritablement située entre les deﬁx fractions quelconques
proposées, Cela veut dire, en d'autres termes, que les deux
fractions initiales ne se suivent pas, qu'elles ne sont pas
| voiéines.l'une de l'autre, car elles sont séparées par une au-
tre fraction au moins, Qu'il en existe au moins une, clest
tout ee‘qu’on peut dire s1 l'on s'en tient strictement 3 la
constructionvprécédente. Mais 11 raut dire davantage, car
s'il en existe une, 11 en existe en fait une infinité. Rien
n'est plus aisé que de g'en éendre eémpte. En effet m/n et
r/8 sont des fractions quelebnques; aucune d'elles n'est pri-
vilégiée, L'une d'elles peut &tre remplacée. par une autre. En
particulier, on pguf'gubstituarA m+y n+s A 'g/s et re-
prendre le m@me processus que plus haut, On obtlandra alors,
au terme de cette seconde étape, le résultat suivant:

E(M(M < Lo

n 2n + g n+asa &
La répétition, de proche en proche, de ce procédé constructif

donnerait 1a suites

E & see <km4‘r s <2m+r,\m‘+}?<}‘_,
n - kn + g 2n + 8 n+s 8

ol "k peut prendre toutes les valeurs naturelles possibles,
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Les fractions ainel obtenugs successivement décrolssent sans
ceséé et se rapprochent canétamment de m/n. Mais ce qu'il
faut bien noter, c'est que jamals ¢e processus constructif ne
nous permettra d'atteindre m/n., Cela veut dire que non seu-
lement 11 nfy & pas Ee fractions voisiﬁés, mals encore qu'en-
tre deux fractions quelcongues, de valeurs aussi rapprochdes
qu'on veut, il en existe une infinité d'sutres qui les sépa-
rent. Clest 14 une propriété des nombreS‘rationnels'que les
mathématiciens appellent 'densité', Elle distingue nettement
l'ensemble des nombres rationnels ou fractionnaires des deux

ensembles précédents qui sont infiniment moins riches.

L'infinl se manifeste encore d'une autre fagon dans le do-
maine des nombres rationnels. Mals, cette fols, i1 s'agit
beageoup plus du symbolisme propre 3 les réprésanter qﬁedes
nombfes euk-mémés ou de leur ensemble, Il existe déux modes
de représentation des nombres rationnels: on les;éerit soit
sous la forme d'un quotient de deux nombres entiers soit sous
la forme décimale, Le premlier mode donne toujours lieu & une
expression finie:'il n'y a alors touJours que deux nombres en-
tiers en présence dans 1l'expression symbolique qui, par consé-
quent, ea£ nécessaivement finie. La situation est différente
si l'on adoptel la représentation décimales elle peut alors
donner 1ieu & une expression illimitée. Pour fixer les idées,

1 I1 faut noter que chaque fraction est susceptible de ce
double mode de représentation et, en outre, qu'il est toujours
possible, dans chaque cas, de passer d'une forme de représen-
tation & 1l'autre, :
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énumérons quelques exemples, cholsis parmi les plus simplest

V2 = 0.5
Y% = 0.25

Y3 = 0,33333333333333...
2/3 = 0,66666666666666, ..

V6 = 0.16666666666666. ..

1/7 = 0,142857142857142857. , .

\\ ‘ .
/o /12 = 0.083333333333333333...

/

Chaque fois qué le dénominateur ds la fraction ordinsire ren-

ferme un facteur relativement premier par rapport & ls base

dans laquelle les nombres sont écrits, la fraction, écrite

sous forme décimale, présentera une expression infinie, 11
faut tcutefais Temarquer qﬁe cette ekgressien infinie offre

1k2

toujours un segment‘récurrent, préeédé d'une partie non-récur-

rente si le dénominateur renferme un facteur de la base, Ce

~mode de représentation au moyen d'expressions infinies, inter-

minables, serait, si e'était le seul, une sérieuse source d'en-
nuis comme c'est le cas chague fois que 1'infini surgity mais,
heureusement, 11 est toujours possible, ici, de recourir &
1l'autre forme de représentation, Grace & ce recours possible,
1l'infini ne fait nattre aucun probldme épiheux dans 1'usage

des nombres rationnels,

La situastion est tout autre lorsqu'on sborde 1'ensemble
des nombres irrationnelss leur comnaissance et la détermina-

tion de leur valeur nous met aux prises avec des difficultés
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insurmontables; et cela, précisément pérce qu'on ne peut les
expliquer sans recourir & 1'infini. Or 1'infini est toujours
une source de malaise pour l'intelligence humsine & moins
qu'élle»ne réussisse, de fagon ingénieuse, & le ramener & du
fini., L'histoire nous apprend que la découverte par les Py-
thagoriciens de la premidre irrationnelle, & saveir V2, ne

- fut rien de moins qu'une grande tragédles ce fut, pour eux,

la ruine de leur théorie des proportions, puisqu'elle était
v&lable non pas pour toute grandeur, mais uniquement pour les
nombres rationnelsy ce fut également, 3 eause de cela, non
seulement la ruine de toutes leurs mathématiques, mais encore
de toute leur doctrine philosophique, car celle-ei étalt es-
sentiecllement basée sur les‘mathématiquesl. Au cours des g1d-
cles, des efforts multiples eﬁ variés furent tentés pour ex-
pliquer et Justifier les nonbres irrationnals: d'abord dans
1'antiquité, par des successeurs des Phythagorielens comme

Fudoxe et Euclide, ensuite, dans les temps medernes, par'ne-

dekind, Cantor et autres, S‘ils ont eonnu une large part de

succés,'ces louables efforts n'ont pourtant jamais réussi A
dissiper tout malaises 1l'esprit humain demeure en effet tou-
Jours géné et mal & 1'aise en face des quentités irrationnel-

less La raison, nous allons le voir, est assez simple.

1 ce, T.L. Heath, Greek Mathematics,
Glarendon Press 1921 rp < 'Nf&ﬂw'_v;i_.g a.Lhema-
tics, Oxford Tﬁe Clarendon Press, 1951 2% &
Bools of Euc B 3 vcl., 2e éd., New Ybrk, Dever,

19 -,'t.‘;wIntroduetiong é.l.
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L'intelligence humaine progresse en allant du connu &
1'inconnu, du plus connu vers le moins connuj elle définit et
explique & partir de domnées sntérieures ou, au moins, mieux

connuesy elle prauve‘et démontre & partir de propositions an-

o

térieures et mieux connues, Ces principes valent, en parti-
culier, quand il s'agit des nombres., On définit les nombres

| entiers en fonction des nembres naturels qui sont les tout

premiers; on définit les nombres rationnels en fonetion des

_nombres entiers. Dans ces deux cas, on peut le faire d'aprés
XMn processus fini ét-limité; Mais 11 n'en va plus du tout

ainsi lorsqu'il s'agit de définir les nombres irzationneléz

on ne peut absclument pas y arriver sans que 1'infini n'inter-
~Vienne, intrinsdquement et essentiellement, dans la définition
elle-méme, ’EtAeela, quelle que soitxla définition qu'on pro-
pese, Dedekind pour sa part, a proposé un type‘de'définition_
basée sur des coupures introduites dans le champ des nowmbres
ratisnnels { mails le partage quteffectus une coupure engendre

nécessalrement deux ¢lasses infinles telles que la classe in-

férieure ne renferme pas de maximum et la classe supérieure,

pag de minimum; ces deux classes convergent toutes les deux
vers une méme valeur et cette valeur sera, par @éfinition, un

nombre irrationnel., Mais la valeur ainsi définie n'est jamais

1 R. Dedeking

he Theory of Numbers, trad.
Beman, Chicago, Opén Caurt Publ. . Voir aussis G.H.
Hardy, 2e éd A _Course of Pure ,"$f~‘~ ; Cambridge The
28 0; Konrad Knop pp, L&
r 3 2e éé. tradc R;C’; Y@mg,

Ik




;’__‘.j =

e

11_»5

saisie que dans un processus, dans un mouvement sans fin, Ja-
mais dans un arrét et un repos. Quant a Cantor, e'est aux

sultes qu'il a eu recours pour définir les nombres irration-

nels: toute suite convergente formée de nombres rationnels et

dont la limite n'est pas un nombre rationnel définira un nom~

‘bre irrationnell, Tet éncore; on volt sans peine que 1'infini

sntre dans la définition méme du nombre‘irraﬁionnel, ce qui,
inévitablement, constitue une source d'cbscurité, On peut
concevolr une troisidme fagon d'introduire les nombres irra-

tionnélsa. Nous avons vu plus haut qﬁ'aux nombres rationnels

. eorrespondent des expressions décimales finies ou infinies;
lorsqu'elles sont infinles, elles comportent toujours un seg-
ment indéfiniment réeurrent. On pourralt y trouver le point

de départ pour définir les nombres irrationnelss ils corres-
pondraient aux.valeurs représentées par les expressions déei- 4
males 1ibres de tout segment sans cesse récurrent, Mais 1A en-
core, tout comms dans les définitions précédentes, on retrouve
1'infini avec les mémes inconvénients, Le recours A»ifipfini

comme tel apparait done comme inévitable lorsqu'il stagit de

- définir les nombres 1rratiennels,v»0n voit par 13 que l'infini

affecte, sans qu'il soit possible d'échapper A cette nécessité,

‘non plus seulement la c¢lasse des nombres irrationnels, mais

chaque nombre irrationnel pris individuellement et dans sa

0. rron, irravionalzahlen, 2e éd,, New York, Chelsea
Publ, CO;, 19’*‘8, PDs , . .

2 Nous pouvons encore mentionner un quatridme modes celui
des fractions continues, Mals comme il est étroitement appae

- renté au troisitme, nous nous contentons de le signaler,




définition'méme, ¢e qul distingue ces nouveaux nombres des
nombres précédenta, rationnels, entiers et naturels, ol éhaque

nombre individuel n'était pas touchd,

La présence de 1'infin1, toujours au niveau élémentaire,
apparatt non seulement dans les nombres, mals également déns'
la grandeur ou quantité continue et, par 13, en géométrie, Par
opposition aux Platoniciens, Aristote et, aprés lui, S, Thomes
soutenaient qu'aucun continu n'est fait d'indivisiblea conmme
de ses parties constitutives: les solides ne sont pas faits de
surfaces, les surfaces de lignes, les lignes de points. Tous

ces cas étant semblables, nous pouvons sans le moindre inconvée

| nient, mu&gi;g_mg&gnﬂ;g, ne retenir que le cas le plus simplet

\eelui de la ligne et du point. 51 le point n'est pas une pare
tie constitutive de la ligne, 11 ne lul est pourtant pas &itran-
gerl. I1 est méme gquelque chose de la lignes 11 lui appartient
4 titre de terﬁe, d'extrémité, a titre de division ou de jone-

tion pour autant que la division d'une iigne ge falt en un

_point et que la jomction capable d'engendrer la contimits de

ses partles est réalisée grice au point. Pour les Anciens,

" toute ligne ;pluS'généfaleméht,hteut continu- est divisible .

3 1'infini, En effet, la division d'une ligne n'engendre pas
autre chose que de nouvelles lignes qui en étaient, gvant la
division, les parties constitutives. Or ces parties sont toutes

1 “"Punctum igltur quamvis nulla pars sit lincae, tamen est
aliguid lineae, quia eat terminus linease. et cogulans partes
6Jus,,o", S. Albertus, Opars 2 Paris, Vives, 1890, t.1,
1ib. 2, De Praedicamenfis, tre 3, ¢.3,




L de méme nature entre elles puisque ce sont des lignes; elles

{‘ : - sont, en outre, de méme nature que la ligne originelle dont

i | elles étaient, avant la division, les parties constitutives.

[; : Ce qui vaut pour la ligne primitive ét la premidre division,

| vaut, dans une seconde étape, pour les lignes obtenues par une
?{, nouvelle division, lesquelles engendreront & leur tour, gréce

L & la division, de nouvelles lignes, Le processus peut se pour-

sulvre sans fin, car, si 1'oeil ou mdme 1'1magination sont dé-

routés, 1l'intelligence ne peut trouver éucune raison qui puisse
lui faire mettre en doute la possibilité infinie d'un pareil

processus. Ce processus n'aboutira Jamais & des lignes inséca-

bles ou A des points, 1.e., & des indivisibles; 1l n'engendre
et ne peut jamais engendrer que des lignes qui, de par leur na~

‘ture méme, sont des entités divisibles,

)

Si, pour Aristote et eceux qui partagent ses vues, la 1ligne
n'est pas faite de points, il n'empdche pas toutefols qu'il

soit possible de désigner, dans une ligne quelconque, autant de

f; points qu'on veut, voire une infinité, Cela, du reste, est non
:J . seulement conforme & ce qui précdde, mais en est méme wne con-
;:} , séquence. En effet, si, d'une part, une ligne quelconque est

3 ~ infiniment divisible et 81, d'autre part, chaque division se

l] | fait en un poiﬂt, 11 s'ensult nécessairement qu'on pentzmarquer
{] une infinité de points dans une ligne.

Les mathématiclens contemporains, méme s'ils scceptent
LJ 1'infinie divisibilité de la ligne, n'en congoivent pas moins

Shlciia
!

autrement sa composition, Pour eux, la ligne se composs de

(,_ bl
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points comme de ses parties propres et intégrantes. Et {1 va
D de sol qu'il faudra une infinité de ces points pour former une

- ligne quelecongue., Il ne s'agit pas pour nous de peser lés mé -

{NT rites ou les démérites de cetts pogition., Tout ce qui nous
intéresse pour le moinent,' ¢'est de éonstater que, par deld les
6p1nions divergentes sur yla nature de ls viigne, un fait reste

- acquiss 1'infini surgit 2 praggs de la grandeur qui se situe A
la base méme de 1a géomdtrie, |

I1 faut cependant dire plus, Il parait' exact de soutenir

que la géométrie des Grecs était bitis sur le fini, On sait

par exemple qu'Aristote, quand 11 définit 1la ligne, pense 3

1 ou encore

une ligne finies ¢'est pour lui une longueur finie
~une ligne terminée par des points, Dans ses Eléments Euclide
fera de mémej 1l posera deux notificaticns relatives 4 la droi-
tes dans la premidre, il déc_ritv la ligne comme une longuenr =
sans largeur, ajoutant, dans la sgconde, que les extrémités
d'une lign'e sorit des paintsa. Le goint de départ est radicale-

nent différent poﬁr le géomdtre moderne; 11 pose, au point de

départ, la ligne et la surface comme des entités i1llinitées,
'infinies‘;. I1 parlera d'un segment de droite ou de ligne s'il

1 sristote, Métaph,, V, ¢.13, 1020 a 10,

2 Euclide Eléments, X, déf. 2 et 3; Cr, 8, “fho'mas» -
.85, a.8, ad 2, ' 12,

I1 faudrait peut-8ire préciser davantage et dire que
cela vaut pour ls géométrie suclidienne, non pour la géométrie
projective old, par d'habiles conventions gue nous signalerons
plus loin, on'n'a plus & parler d'infinil, od on s'interit
l'usage de ce mot.
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veut signifier une droite ou une ligng finle.

Mais gi Buclide paralt avoir voulu conférer un caractdre
fini & la géemétrie,ls'il semble avoir voulu éviter autant que
possible 1'infini en géométria, on & vite fait de constatey
qu'il & a0 trds t8t renoncer & son anbitiont, Que signifie en
effet le seecond postulat des Eléments sinon la possibilité de
'pralonger sans fin une droite? Co n'as# sang doute pas 1& pow

ser une droite qui serait infinie en acte, mais c'est poser

. une droite infinie en puissaﬂcez.- Mais ¢'est surtout 1'épie

neuse question des paralldles qul souldve le probldme de 1'in-

fini d'une fagon peut-3tre voilée, mais inévitable.

~ Les Eléments d'Euclide débutent par une longue suite de
définitions, une série de cing 'demandes' ou postulats et, fi-

\nalemént,'quelques notions communes ou axiomes, La toute der-

hiére définition est celle des paralldles et se 11t comme sultbs

Les paralldles sont des droites qui, étant

situées dans un méme plan, et étant prolongées

4 1'infint de part et d'autre, ne se rencen-

trent ni d'un ¢été ni de 1'aulre, -
Quant au céldbre postulat &‘Euelide aui devait Jaﬁer’un réle si
profond et si singulier dans 1'histoire de la géométrie, 11 s5'é-

nonce comme suits

e, cam Friedrich von Welzsacker, Le monde vy
physioue, tred, F. Mosser, Paris, Flammarion, 1956, p.

2 ¢f, Heath Ihe Thirteen Books.,., p.23%, Aristote

t.l
estime que le gébudtre ns se sert pas db la Aroite infiniey il

lui suffit d'une droite aussi longue qu'il le désire.

. —_
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51 une droite, tombant sur deux droitesg, fait

des angles 1n%érieurs du méme cBté plus petits

que deux droits, ces droites, proleongées & '

1'infini, se rencontrent du c8té, ol les angles
- sont plus petits que deux droitsl, '

Ces deux énoncés sont A la base de la théorie euclidienne des

paralldles dont la Proposition 27 du premier livre marque'le
début, Toutefois Euclide ne fera usage de son fameux postulat
bic Beaucoup de mathématiciené soutien-

nent qu'fuclide aurait reculd autant que possible le moment od

qu'd la au

-

11 devralt utiliser ce postulat. On croit déceler, dans ce
retard, wn signe indiquant 1'hésitation d'Buclide devant le
postulat des paralldles et, indirectement, devant 1'infini,
Quoiqu'il en soit de cette opinion, il est incantesﬁable que
l'on ne peut bannir totalement 1'infini du domaine gémméﬁriques
le génie d'Buclide, quelles que furent ses préférences ou ses
hésitations, était plus'quevd'autres en mesure. de le récennai;'
7tre. Autre point A souligners pour Euclide et, en général,
pour la géométrie euclidienne, 1'infini est nettement distine
gué des entitésvfinies. L'infini est du ressort de la géomé-
‘trie euclidienne un peu comme 1'infini est du ressort de 1'a-
rithmétique traitant des nowbres naturels ou entierss ce ne
sont pas les nombres eux-mimes qui sont infinis, mais leur
suite, En d'autres termes, Euclide ne considdre pas des enti-
tés qui seralent en elles-mimes infinies ou qui séraient 81

tudes & 1'infiniy ce qu'il considdre, ce sont des éléments

{

1 Cette traduction et la précddente proviennent de la
vieille,é&itign,des oeuvres d'EBuclide préparée par F. ey;arde
g8 _osuvres d'Fuclid OS5 LaTin eC en Irar
vol., Paris, M, Patris,
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finis mais qui, dans certains cas, évoquent ou font interve-
nir 1'infini,

La géométrie projective, au contraire, consididre directe-

ment des éléments ou entités infinis, comme le point & 1'infi-

ni, la droite & 1'infini, le plan & 1'infini, Cependent 11
faut ajouter que, grﬁce_a la magie de quelques conventions line-

guistiques et & un Jeu de représentation symbolique,'elle a

- réussi en quelque fagon ¥ ramener ces &léments impropres, idé-

sux, & des éléments ordinaires, c'est-A-dire & ne plus distine
guer entre point ordinaire et point 2 l'infini, éntre droite

ordinaire et droite 2 1'infini - entre plan ordinaire et plan 'Y
1'infint, Tout cela n'avait pas diréctemént pour but\d’écér»

ter habilement et illusoirement i‘infini du voecabulaire mathé~
matique, mais plutbt d’introduire une simplification aussi 1é~
gltime que désirable; et ce, en supprimant certains cas excep-

tionnels qul obligent & restreindre la portée d'énoncés qui,

~autrement, pourraient &tre formulds universellement et en ren-

dent symétriques certains couples d'énoncésl.

On connatt l'énoncés deux points déterminent ung droite,

On souhaiterait que la substitution réeiprogue des mots 'point'

et '11gne nous donnét un énoncé qui fat, lui sussi, universel-

lement valide & l'instar du premier. On voudrait pouvolr dires
deux droites déterminent un point dans un méme plan, Msis on

1 cf, G, Verriest Paris

Armand Colin 1951 pp. -’Lucien cheaux

Paris, &rmané Colin 19#7, PP, 73-77,




=

-

152

pense tout de suite & 1l'exception constituée par les droites

‘paralldles qui ne se coupent pas et ne'déterminent done aucun

point qui leur soit commumn. S'11 était possible de faire dis-
parattre ce cas eﬁeéptionnel, nous aurions deux énoneés par=
faitement symétriques; le changement des termes 'point' et
'‘droite' donnerait, en cutre, deux énoncés univensellemaht Va~
lables. Par 1& serait obtenue ce que_les mathémétieiens aype1~

. lent la 'dualité' dans le plang ils‘y volent un immense avantaw

ge. 51 en effet la substitution réaipréque ehgendre automati-

’quement un énonecé valable; le travail devient singulidrement

réduit, car i1 suffit alors de prouver un des deux énoncés'paur
obtenir immédiatement, gréce & la loi de duslité, un second
énoncé tout aussi valsble, sans autre effort que celui d'inter-

changer quelgues mots.

Mais comment réaliser cet ambitieux projet? Comment élabo-

. rer le plan prajectif? On 8 4t franchir 1es'étapes suivantes.

_;Deux droites d'un méme plan ou bien se coupent ou bien ne se

coupent pas. 8e eouper, -pcuf deux droites, c'est possédér-ﬁn :
point eommun; ne pas se couper, ¢'est n'avoir aucun point com-
mun; et cfest 12 le cas des paralldles, cas exceptionnel qul
vient limiter 1a généralité de 1'énoncés deux droites d'un méme
plan ont un point commun ou déterminent un point. Les parallé—
les ont pourtant une propriété en commun, celle de posséder une
méme direction, Cette direction est en quelque sorte déterminée
vers lequel elles tendent et ofl elles

sembleraient devoir se rencontrer, Sf l'en identifie point &
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l'infing et direction, rien ne nous empéche de dire, sans res-

triction aucune, que deux droites détorminent'un point, Ce
point sera un point ordinaire s'il s'agit de non-paralléles,

un point extraordinaire, impropre, 1désl s'il s'agit de paral~
13les, Mais le terme 'paralléle' o8t inadmissible en géométrié
projective parce qu'il implique mesure. La géométrie projecti- |
ve ne distinguera donc plus entre ‘point ordinaire et point 1dé~
al, point propre et point imprapre ou & 1'infini, De cette fa-
qqn, il ne pourra plus &tre question de distinguer entre droites
concourantes et droites parallélea. Telle est la droite en géo-
mét:ie projeétivel. On pourrait étendre ces considérationa au

plan et A 1'espace, mais notre prapos ne 1'exige pas.

Ces remarques sur la géométrie projective pourraient nous
laisser efoire que 1'infinl y est frappé d'interdit. En réali-
- té, e'est plutét 1'inverse qui se vérifie. La géométrie pro-
jective en effet n'entend pas limiter Son'étuéa aux entités
ordinaires, i.e,, situdes 2 distaﬁce finle, elle entend au con-
tﬁaire 1l'¢tendre méme sur .les &léments impropres, i.e., situés
& 1'infinl, Mais, pour ce faire, elle doit réduire ces &léments
1mpre§ras 4 des éléments ordinaires et les considérer comme non-
exceptionnels. Cette réduction & du fini est d'ailleurs la
seule fagon dont 1e mathématicien, en général,,puisée s 'occuper

de 1'1nfini comme nous le verrons misux un peu plug loin,

%6 R. Courant et H,

1 ¢cr, Verriest
i T lniv. Press, (e,

Robins nat 1
Pe 1

19h1) P ; 75 Nat
I9§1 5L, gﬁ"’ ﬁogkﬁ
Becrar-Hiti 15

York, cGraw-Hill
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Le XVIIe sidcle, qul i{mprima aui rathématiques un si vi-
goureux élan, devait inaugurer une nouvelle &re pour l'infini
en ce domaine. Le r8le que 1'infini devait &tre appelé 2 y
Jouer était un rdle nouveau aussi bien par son importénee qﬁa

par sa nature, Jusque-1l3, conformément 2 llesprit grec, ses

3 3 C3

C

‘relations avec la mathématique avalent été un peu celles d'un

proche voisin, un peu embarrassant, mais étranger 3 la famille.

1 ].
'

On ne peut éviter la présence et la rencontre occasionnelle du

I

voisin étrgnger, mais 11 ne fait pas partie de la famillej on

se passeralt volontiers de sa présence, on pourrait méme aller
Jusqu'd éviter de le renconirer sans manguer aux convenances.

Telle était, pour ainsi dire, l'attitude qu'on avait eue Jusque-

12 §1s-a-vis de 1'infini. Il'n'était pas un membre de la fa-
mille mathématique, admis dans son intimité; on consentait 2 1le
rencontrer, A& 1l'envisager lorsque sa présence devenait inévita-

ble, mais on faisait tout pour s'en passer.

La déecouverte du ecaleul infinitésimal, attribude & Newton
et & Leibniz, devait modifier profondément cette attitude. Cette

modification toutefols ne se fit pas du soir au matin, ni sans

heurts, sans controverses et sans résistances, Avec le calcul

différentiel et Intégral, avec le calcul des séries infinies,
1'infini perdait en effet son statut d'étrangers 11 était invi
té & prendre place au sein méme de la famille mathémstigue. Nonm
pas peut-&tre & titre de membre de plein droit; mals au meinscmﬁma
serviteur et Instrument indispensable. Et, & ce titre méme, 11

était appelé & jouer en mathématiques un rdle de toute pfemiére
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importance, & y occuper une place incommensurable.

Le r8le considérable que joua immédiatement

¢ce caleul dens toutes les parties des mathd~
matiques le fit bientdt regarder comme la

base fondamentale de 1'instrument par excel-
lence de la Mathémastique pure, ... D'ailleurs
les difficultés philosophiques auxquelles
semblalt donner lieu la notion d'infini, le
nmystére qui l'envelopgait en apparence, incie
taient naturellement les analystes & considé-
rer le nouvean calcul comme radicalement dif-
férent de l'anclen. On crut done de bonne

foi que 1'on était entré dans une 3re nouvelle
et que les découvertes de Newton et de Leibniz
avalent révolutionné la science mathématiquel,

I1 n'entre dans les cadres de cette &tude de retracer
1'histoire compldte des mathématiques du XVITe sidcle ni méme
celle de l'analyse infinitésimalea. Nous nous contenterons
ici de souligner'le.ehaagement de climat qui se fit Jour dans
la fagon d'envissger 1'infini en mathématiques et de dégager'
les bases de l'anelyse infinitésimale et les élémenfs commmnsg
eu caleul infinitésimal, au caleul intégral et su caleul sérial, -
Une fols b;en mise en relief la structure commne de ces cale
culs, nous pourrons faire la comparaison entre la situation an=
cignne et la situation nouvelleAcréée par les innovateurs du

XVIie gidcle,
/

1 Pierre Boutroux, L'idéal sclentific
nouv. éd,, Faris, P.U.F,, )2y Ps 111,
2 on peut, sur ce sujet, consulter maints ouvrages d'his-
) autres, les suivantss J.F. Mon-
8, 4 vol. Pairs, Albert Blan
2 $..28 18 Dh 1.8

tucla

5 6 _ n
’ .;G;éd-
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Dans les calouls différentiel, intégral et sérial, 11
existe un élément commn: dans les trois cas en effet, on
trouve un processus infini, une opération toujours identique
en nature, mais indéfiniment répétée de proche en proche selon
une loi régulatrice, Dans le caleul différentiel, cette ité-
ration peut &tre assimilée & un processus de division s'effec-
tuant sur une quantité qui décrott sans cesse et s'approche de
zéroy dans le calcul intégral cstte itération prend la forme
d'une addition de parties, ce qui vaut également pour les sée-

ries-

Pour les besoins de notre étude, 11 n'est aucunsment né—
cessaire que nous examinions tous et chacun des cas de proces-
- 8us infinis, Hous pouvons au cantraire, et sans le nmoindre
inconvenient n'en retenir qu'un seul pour illustrer une situa-
tion qui est commune & tous, Et celui que nous retiendrons,
ce sera celui des séries parce qu'il spparait comme le plus

| facile,

La série se présente comme une.entité mathématique comple~
xe, formée par l'addition suceessivs de termes ol chacun s'obe
: tianp 3 partir du précédent d'une fagon uniforme et d'aprés une
loi/ﬁien déterminée., Une série queleconque peut se représenter
symbaliquamant de la faéeh suivantez

o)

8 =Z an = Ro + 8.1 *'.aai-:... "‘an*‘fono

n=o
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Une série apparatt donc comme une sommation indéfinie, i.e.,
un processus d'addition od 1'on peut toujours ajouter un nouw
veau terme, od, en d'autres mots, 1l n'y a pas de dernier ter-
me, Persomme douéd de saine raison ne songerait & entreprendre
une addition de ce genre avec l'espolr qu'il pourrait la ter-
miner un Joury 11 eat clair que pareille entreprise est-d'a-
vance vouée & 1'échec, Comment, dans ces conditions, peut-on
ancqré prétendre qu'une talle expreés;cn peut avolr ~dans
certains cas- une.semme‘qug B pourrait désigner? On devra
comprendre gque le terme ‘sémme’ n'a pas alors le sens usuel
qu'on lui préte d'crdinéire,'ife., qu'il ne désigne pas alors
le résultat de cette opération primitive'qu'on connalt bieén et
qui comporte des étapes plus ou meiﬁs nombreuses, mais en nome
bre fini, Il n'en va pas de wdme dans le cas des séries infi-
niess on trouve bien lA une analogie avec le cas fini’paur U~
tant que, dans les deux cas, il s'agit d'opérations d'addition,
mais 13 s'arréte la ressemblance, La somme est le résultat
d'une suite d'opérations possiblés parce qu'elles sont en noﬁ»
bre 1imité; lorsque le nombre des opérations devient infini,
le procassus devient impossible et 11 ne peut 8tre question de

parler de‘résultat, de'somme. Le terma'semme',’s'il est moins

aﬁzroprié dans un tel contexte, demeure toutefois d'un uéage\

courants il ne.désignévalors rien d'autre que la limite vers
laquelle une suite infinle de sommes partielles! peut tendre.

1y série n'est en effet qu'un eas particulier de suitet
celul ol chaqgue terme est constitué par des sommes partielles
différant l'une de 1'autre par la possession d'un terme de
pPlus que la précédente.
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‘?', Conséquemment, plutdt que de somme, 11 vaudrait mieux'pafler
(“f de valeur-limite ou, plus simplement, de limite vers laquelle
 tend la sérieI, Caleuler la somme d'une série -lorsque cette

somme peut 8tre calculée~ ce n'est rien d'autre gue détermi-

ner la valeur finie et fixe vers laquelle tend la série sans

jamais 1'atteindre effectivement, Le processus infini, 11limi-
té, se ramdne ainsl au calcul et & la détermination d'une limi-

—

te; ilhdevient un passage 3 la limite, Or i1 y & 13 un point

d'une importance souveraine, Personne n'est capable d'effec~

tﬁér'une infinité d'opérations guelle qu'en soit la nature;
mails on peut'effectuer, d'une fagon plus ou moins aisée selon
les circonstanées, un passage 3 la 1im1te.peur la simple raison
que semblable passage ne'requiert qu'un nombre fini d'opéra-~
~tions. En d'autres termes, les processus infinis, 1'analyse

infinitésimale, l'algdbre de l'infini ne sont possibles que

paree qu'ils se ramdnent & une algdbre du fini,

La situation qui vient d'dtre décrite est bridvement, mais

lumineusement exposée par un mathématicien-contempdrain. Dans
g et destiné & servir d'in-

son ouvrage intitulé Ihe Taylor Serie
troduction & la théorle des fonetions d'une variable complexe,
1l'auteur, P, Dienes, reconnait nettement cette réduction de
1'infini au fini qui se trouve & la base méme du traitement ma-
thématique des séries. Le passage vaut la peine d'Btre cité A

S ———— o e
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cause de sa précision et de sa clarté, Comme le passage en
question contient des références & des expressions symboliques
qui apparaissent dans le texte avant les lignes citées, nous
devons d'abord mentionner ces expressions symboliques., Il s'a-

git de

%3 ao‘.'al‘,‘az*.-. +an+ 'YX 8:d inf‘, <1)
n=¢ . '

et de

8n= 8¢ "'&1 +a2 * sae +an-.

Et voici le passage en causes

We first of all notice that an infinite suc~
cession of additions like (1) cannot be
carried out, and consequently cannot be
thought of as completely carried out. Taking
lim 8y (if it exists) as the sum of (1),
we as&?gn a 'sum' to (1) by & more or less
arbitrary definition whiech, at first sight,
seems very much like the original infinite
succession of sums, The great advantage,
however, of our definition of the sum as a
1imit o} sequence 1s that the determination

e 2300 SN OLVE S5 4

@ have proved in a thoroughly finite way

that O 15 the only number which is not isola-
ted from the numbers of the form )/n, i.e.
that 1lim }/n = 0, We determine in & similar
direct way the limits of certain other conere-
te sequences and reduce unknown_ cases to Xnown
ones by simple snd finite rulesl,

»70-71. Les soull

s, New York, Dover, 1957, PP.
68 lul-méme, A’bel’Rey, ns
son ouvrage sur L'apogzde d Belence teehnioue grecque. (Pa-
ris, Albin MichelI ¢erit exactement dans le méme senss
"Linrint en tant que tel se laisse atteindre par le fini, ou
il nous échappe"., 4joutons encore cette autrs déclerstion de
Hermenn Weyl, dé)A rapportée plus hauts "Mathematics is the
science of the infinite, its goal the symbolic compretension
of the infinite with human, that is finite, means", ,
World, New Haven, Yale Univ, Press, 1932, p. 7)

1 P. Dienes

Dien
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Les considérations préeédentes valent, guta

pour les autres processus infinis tels que les fractions cont14
nuesl, les prodﬁits infinis, le calcul différentiel ot le cale
eul intégral. On y trouve toujours la réduction du processus
indéfini 2 un passage & la 1imite qui, lui, ne comporte plus
qu'un nombre limité d'opérations,

Personne ne songérait & contester l'étonnante féeondité
ni 1'immense utilité des processus infinis, Ils ont ouvert la
voie & des développements gxtraordinaires tant en mathématiques
pures qu'en mathématiques appliquées. Gréée 4 ce nouveau cal~
'cul, grice A 1'utilisation des procesgsus iqfinis, oh»parvient
fort aisément et fort élégamment A des résultats que les prédé-
cesseurs avaient parfols obtenus par d'autres méthedes, mais
péniblement, Cette analyse infinitésimale qui s'est avéréé
d'une fécondité si prodigiéuae a été COnsidérée, & bon droit,
comme une néuveauté; elle & également été présentéa comme une
nouvelle prise de paéition devant 1*'infini, Alors que.les mae
thématiciens plus anclens et, en particulier, les Grecs s'é-
taient carrément réecusés devant 1'infini, ceux du XVIIe sidcle
ont @8, courageusement, faire fgcé 3 1'infini pour le maftriser

d'abord . -pour autant que cela soit possible-, et pour l'uti-

liser ensuite, couramment, dans leurs caleuls, .

/
£

1 Traitant des fractions continues infinies comme repré-
sentatives des nombres irrationnels, H, Davenport remarques
"Now the only way in which one can attach a meaning toc the
result of carrying out an infinite number of operations is by
using the notion of a limit", (The Higher Ari tic, New York,
Harper & Brothers, Harper Torchbooks, 19 :
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Il est vrai de dire‘que les mathématiciané gracs ont évité
les processus infinis., Pourtant les idées et notione tgue les
mathématiciens du XVIIe sidcle ont exploitées avec un si rare
bonheur n'avaient rien de nouveau pour les Grecsj 1l les con-
naissaient depuis fort longtemps., Une autre chose est égale~
ment certaines 11s n'en ont pas tiré parti. Pourquoi? On pour-
ra avancer de nombreuses explications, .~ éefidgfauder maintes hy-
pothéses ingénieuses, mais il est probable qu'on ne saura ja-
mais la véritable raison de cette abstention. On peut cepen~
dant se demander Jusquta ouel point l'absence d'un symbolisme
numérique spproprié aura empéché les Grecs de s'aventurer dans

les processus 1nf1nisl.

Essayons - toutefols de peindre,'a grands traits 11 va s'en
dire, le climat qui prévalait 2 1'époque grecqué ot 1'on trouve
en germe 1'analyse infinitésimale, au moins sous la forme du

futur calcul intégral, Posons quelques jalons. Le nom de Zé-

non d'Elée vient tout d'abord & 1'esprit. Quelles que soient

les confusions que 2énon ait pu faire dans son pléidoyer pour

rejeter le mouvement, il faut eoncéder qu'il a dQ admettre 1'in-

finle divisibilité du eontinuy i1 n’aurait autrement jamals pu

argumentar contre le mouvement,

La dg.'visibilité de la grandeur était, ¢hez les mathémati-

¢iens, une doctrine assez communément regue au temps d'Aristotes

14 ce propos, voir.la note 3 de la page 162,

AT
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elle est méme rapportée par ce dernier comme une des raisons
qui ont incité ses devanciers 2 poser 1'1n£1n11. I1 sera lui-
méme de\eét avis, précisant que le processus de division de 1z
grandeur est tei que Jameis on ne pourra proposer une longueur
sl petite qu'on ne pourrait pas dépasser en petitesse gréce au
processus de division®, Mais Aristote ne s'arréte pas la, il
va beaucoup plus loin en greffant sur ce processus de division
un processus inverse d'appositien; Or c¢e processus d'apposi-
tion a ceci de significatiquu’il ne permet pas de dépasser

toute quantité finie méme s'il est poursuivi sans f1n3.

Mais le mathématicien greec n'a Jamais tiré profit de ces
processus & 1'infini bien qu'il ne les ignordt pas. Méme la
'méthode d'exhaustion' qui se situe pourtant dans le gillon |

Lct 172_1;1&;@3, III, c.4, 203 b 15; 5, Thomas, In III Phys.,-
aCTs /o '

2 . S
. qg¢, III ¢.6, 206 b 183 8, Thomas, In III Phys.
lect, 10§ voir aussi’Euélide, 3 X, prob. 1. !

3p I1I, ¢,6, 206 b 18, Le commentaire de S. Tho-
mas sur ce passage nous paralt étommant. 8. Thomas en effet
apporte 13 un exemple pour illustrer l'enseignement d'Aristote;
1l veut montrer que le processus d'apposition, alimenté par un
processus antérieur de division, permet de s'approcher indéfi-
niment, mais sans jamais l'atteindre, d'une valeur finie et
déterminée, Nous dirions, nous, que’ le processug converge et
~possdde une limite. Or, cet exemple se lalsse traduire, sans
la moindre difficulté, en langage analytique. Cette traduce
tion nous fournit un exemple simple d'une série infinie conver-
- gente, Mais 8, Thomas n'surait pu faire cette traduction parce
. qu'il ne disposait pas, comme nous, des 'c¢hiffres arabes' qui
- rendent possible et aisée une telle traduction. Je suls persu-
adé que S. Thomag aurait fait comme nous s'il avait connu le
symbolisme numérique gue nous utilisons,




163

)
iI des processus infinis n'a rien du processus véritablement in-
{l- fini, 1ILa majoritél des historiens de la mathématique grecque
attribuent & Fudoxe 1'invention de cette méthode, utilisée -

avec un rare Succds par Archimdde, & tel point que nombreux

sont ceux qui, & 1a suite de Leibniz véiept en lui le précur-
seur, volr le “"premier fondateur du calecul 1nfin1tés;ma1“2. La

méthode d'exhaustion, & 1'instar des processus infinis, est un
processus d'approximation, Mais 81 la méthode d'exhaustion
consiste dans un processus susceptible d'&tre indéfiniment
poursuivi, 11 reste que les Grecs, et en particulier Archimédé,
l'ont congue et utilisée comme un processus strictement fini, A
preuve, la fagon dont Archiméde utilise le pfacessus pour évow
luer la longusur de la eireonférence d'un cercle dans Son trai-
té de La mesure

()] I1 inserit dans un cercle une suite
de polygones réguliers allent du triangle équilatéral jusqu'au.
polygené régulier de 96 eétés dont 11 évalue le périmdtre. D'su-
tre part, 11 eirconserit au méme cercle une suite de polygones
réguliers dont le dernier aura également 96 cBtés; et 11 évalue

_ le périmdtre de ce polygons. Il aboutit, finalement, & cette
indgalités |

3 1w/n 4 T q/zn cyn 43 Y7,

1 T. Heath fait exception: 11 fait remontar & Antiphon
‘1'1nvention du prineipe d'exhaustion, Cf, P.H, Michel, §§3§§
thagore 3 Euclide Paris Les Belles Lettres 1950, pp. ’
pp. 67375y T, Hohth, Mabhem n aristotle ~Oxkord, Graren’
* don Press, 19#9, o8 éé.

2 ape1 Re:y
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oli C désigne la longueur de la circonférence, R le rayon
du cercle et D le diamdtre du cercle. La méthode d'appro-
ximation des Grees est un processus limité qui évite totale-
ment la répétition illimitée du processus infini. Pas plus
que 1'ana1yse-aneienne, l'analyse moderne n'est capable d'efa
rectﬁer la répétition 1llimitée dtune méme opération dans une
suite infinie, A la différence de son prédécesseur grec, le
mathématicien moderne n'évitera pas 1'infini en se rabattant

‘gur une sulte finie quoique de caractére semblable, mais il

transformera le processus infini indiqué en un autre processus
qui n'exige qu'un nombre fini d'opérations et qui consiste |
dans un passage 4 la limite, c'est-A-dire dans le calcul de la
valeur vers 1aqﬁalle tend 1e-prc¢essus_1nf1nils'il pouvait

étre effectué. On ne peut s'empécher de eiter ici un passage
de T.L. Heath qui décrit'fort bien le point de vue grect

They (the Greeks) never spoke of an infinitely
.¢lose approximation of a limiting value of
the sum of a series extending to an infinite
number of terms., Yet they must have arrived
practically at such a conception, e.g., in

the case of the proposition that cirecles are
to one another as the squares on their diame-
ters, they must have been in the first instan-
ce led to infer the truth of the proposition
by the idea that the circle could be regarded
as the limit of an insecribed regular polygon
with an indefinitely increased number of cor-
respondingly small sides. They did not, hov-
ever, rest satisfled with such an inferencej
they strove after an irrvefragable proof, and
this, from the nature of the case, could only
be an indirect one. Accordingly we always
find, in proofs by the method of exhaustion,

a demonstration that an impossibility is ine
volved by any other assumption than that which
the proposition maintains. Moreover this :
stringent verificatlon, by means of a double
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redu ad dum, 1is repeated in every
Lndividual 1nstance of the use of the method

of exhaustioni there ig no attempt to esta-

blish, In lieu of this part of the proof,

any general propositions which eogld be 5im-

ply quoted in any particuler case

Terminons ¢e chapitre en remarquant que malgré la place

énorme que 1l'infini s'est taillée en Qathématiques, gréce aux
processus infinis sous toutes leurs fdrmes, la dernidre étape
n'était pas encore franchie, la derniére conquéte du territoi-
re restait & faire. Elle vint & la fin du sidcle dernier avec
la création de l'arithmétique transfinie par Georg Cantor.
Jusqu'd c¢e moment, les mathématiciens avaient admis et utilisé
avee un succeés retentissant et sans cesse accru l'infini en
mgthématiéues. Mgis 1) ne g'agissait encore uniquement que de

1'infini qualifié de potentiel, par opposition A 1'infini ac-

'tuel.  Cantor introduisit 1'1nf1ni actuel en mathématiques,

1 Heath, The Works oD CXLII-CKLIII. Voir
aussi Carl B. Boyer, The Concepts of the Calculus, New York,
Hafner, 1949, p. 53; Rey, L'apogée de la science..., p. 257,




