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CHAPITRE II

LA THEORIE DES ENSEMBLES

L'arithmétique transfinie préSuppose'la théorie des en~
sembles, Il serait en conséquencs inutile d‘entreprendre |
“1'étude de la premidre sans s’initier d'abord aux ensemblss,
L'étude que nous entendons faire de l'arithmétique transfinie
nous dispense toutefols de nous aventurer trés avant dans le
domaine des ensembles., Un bref exposé des notions fendaméntaa

les est tout ce qul nous est nécessaire,

~Teus‘1es mathématiciens qui ont traité des'ens§mb1es -on
parle aussi d'aggrégats,lde classes- ne croient pas nécessai-
re de dire ce qu'est un ensemble., Certains, tel Sierpinski,
considérent qu'il s'agit 12 d'une notion tellement primitive,
tellement évidente et connue de tous gu'il suffit d'en donner
des exemples pour la faire eognaitre parfaitementl. ‘D'autres
cependént, tel Hausdorff, s'ils se rangent en définitive 2 cet

‘avis, voudront quand méme ajouter une bréve explication.

1 vaeclaw Sierpinski, Lecons sur les noml
Paris, Gauthiers»?illars 1950, Pe
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Hausdorff précisera donc qu' 'un ensemble résulte de la réu-
nion en un tout d'entitds 1nd1v1dualle§. Un ensemble ¢st une
maltitude pensée comme une unité"l. La plupart des auteurs
toutefols donnent d'un ensemble la définition ou description
qu'en a proposéseearg Cantor lui-méme: "By an 'aggregate'
(Menge) we are to understand any collection into a whole (Zu~
sammenfassung zu einem Ganzen) M of definite and éepérate
objects m of our 1ntuition or our thought"z. L'ensemble ap-
“paralt donc comme la réun;on en un tout d'ébjects bien déter
minés et distinets de notre intuition ou de notre pensée. Cette
description appelle quelques remarques que nous ferons sussi

bréves que possible,

On ne peut vraiment parler ﬂevréunien que 12 ol il y 2 une
pluralité, mais une‘§1uralité ramenée & quelque chose d'un.
P;uralité.et unité, tels sont done les deux éléments constitu- -

tifs de la notion d'ensemble’, L'unité inserite dans la notion
d'ensemble est dtune extfémé importances s'il n'y avait que pu~ -

re multiplieitd, dispersion totale, le traitement des ensembias,,

- 3¢ éd., New York, Dover Pu-

1 7, Heusdorff nlehre
enga entsteht durch Zusa&menfassung

blications, p. 115 "E

Mange

TR

von Einzeldingen zu.einem Canzen, Eine Menge ist eine Viele
heit, als Einheit gedacht®, :

I1 faut toutefois noter que les besoins de le générali-~

sation des opérations, d'une part, et, d'autre part, ceux de

la simplification et de 1'unifo isatlon au voeabuldire Incitew
ront & étendre l'usage de ce terme ‘ensemble' méme aux cas od
il ne se trouve aucune pluralité: on pariers ecouramment de
'1'ensemble unitd' et de 'l'ensemble nul', Cette situation
\correspond & celle de 'un' et de 'zéro' qu'on n'a plus aucun
‘Scrupule A appeler des nombres, : :
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des ensembles infinis en particulier, deviendrait & priori
impossible. Mais de quelle unité s'agit-1l7 51 1'unité d'un
ensemble peut 8tre fondée sur la gimilitude de naure des &1~
‘ments qui le composent, il n'est pas)indispensable 2 la notion
conmune d'aﬁsemble qu'elle possdde une unitd aussi ferne, L'ge
nité requise et suffisante & la notion d'ensemble esgt tout ce
qu'il y a de plus fragile et de plus ténus 11 suffit en effet
que l'intelligence mette_ensembla plusieurs choses qui peuvent
étre aussi disparates qu‘qn voudra, C'est une unité aceiden-

telle qu'on serait tenté d'appeler, assez A propos du reste;

 une unité de fabricatisnl; e¢lle est en effet fondde souvent

sur la seule décision et le seul caprice de celui qui congoit

un ensemble,

I1 importe peu & la notion commune d'ensemble que celui-
el soit composé d'éléments de méne nature ou non, Tout ce qui'
est requis c'est qu'ils solent individuellement distinets 1'um
de 1'autre de.telle sorte qu'un méme symbole représentatif,
8'11 est Tépété, n'est censé repfésenter qu'un seul et méme ob-
AJet. En vertu de eette.eénditicn, un ensaﬁbls tel que (1, 2,
1, 3) n'est aucunement différent de 1'ensemble (1, 2, 3), En

1 S Thomas, sur ce point, a2 deux passages fort éloquents,

- I1s méritent d'alee mentiomés, Tous deux sont tirds de son .

commentairs sur les Sentenges. "In collectivo (nomine) enim
est duo ccnsiderare, scilicet multitudinenm eorum quae colligun-
tur, quae simpliciter sunt per essentiam divisaj et id in quo

colii untur, quae est pe. unitas™, (In I Sent a,2k 2y
1 ! uod unum st paks mullitndle

2

HE

8,2, ad 3)." "Et inde fé*és @sse g
nis, et quod ipsa multitudo diecitur quodammode unum, prout scie
licet aliquid-aon dividitur, ac is secundum intellsc -

Eresantem’. (Ibid., q.1, a,3, ad L),
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outre la notion commune d'ensemble ne tient pas eompfa de 1l'or-
dre des ¢lémentss ainsi, (1, 2, a, b) et (a, b, 2, 1) seront
considérés comme un seul et méme ensemble. On ne doit pas tou-~
tefols en conclure que l'ordre des éléments est toujours indife
férent, La théorie des ensembles tient parfois 6ompte de l'or-
dre des éléments, elle étudie parfols des ense

mais leur dtude constitue un chapitre spécial de la théorie gén

nérale et commune des ensembles, chepitre qui se situe en dehors

. de nos préoecupations présentes,

D'aprds la définition précédente, tout ensemble est de la
nature d'un tout, mieux encere, d'un tout intégral; et les pare
ties qul le composent et le constituent sont ses parties inté-
grantes, ses éléments constitutifs, quelle que soit leur nature,
On dira couramment, en conséquence, que 1'ensemble contlent,
renferme ses éléments eonstitutifs et qué ceux~ci sont contenus
dans 1'ensemble et lui appartiennent. Cette relation d'spparte-
nance dtun élément 2 un ensamble's'exprimsra symboliquement par .

B € E, .
oﬁ mn représente 1 elément E un ensemble quelconquawet &

1a relation d'apparﬁenan&a.

La théorie des ensembles s'occupe de bien d'autres relaw
tions que de la relation d'appartenance et qui sont de loin
boaucoup plus importantes qgulelle., Ce sont ies diverses rels-
tions §u1 surgissent de la comparaison des ensembles entre eux,

81 on compare deux engembles, diverses situations peuvent se
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présenter dont volei la premidre. Deux ensembles peuvent ou
bien &tre apparentés ou bien &tre cbmplétement étrangers l'un
& 1'autre. S'ils sont étrangers, ¢'est qu'ils n'ont aucun élé-
ment en commun; on dira alors Qu'ils sont disjoints. 8'ils ne
sont pas disjoints, mals apparentés l'un & 1'autre, cela veut
dire qu'ils ont en commun su moins‘un'élémant. Par exemple,

les deux ensembles

a, 3,5 7, 9 ot (2, 4, 5 6 8 10)
sont épparentés-parea qu'ils ont 1'élément 5 en commun, Plu-
sieurs cas sont alors possibles, Il arrivara,'par exempie, que

deux ensembles seront constituds exactement des mBmes 4lémentss

~ on les dira alors égaux. Ils seraient plus justement appelés

identiques, car, dans la théorie des ehsemblés; la'relation’ |
d'égalité comporte plns'que'la seule 'méme pluralité' da'éléments;
elle requiert en outre l'identité de ces éléments dans un ensemw
ble comme dans 1'autres v.g., (1,2, 3, 4) est ggal & (4 3,
2, 1)s Lorsque, d'un ensemble 3 l'autre, 1'identité des 414~
ments disparalt pour ne laisser subsiste? que la seule ‘méme
pluralité' des éléments, on aura la relation d'équivelence, mais
non la relation d'égaiité. Ainsi les ensembles (1, 2, 3, %) et
(4, B, C; D) sont équivalents, mais non pas égaux. On voit sans
peiné que deux ensembles égaux sont équivaients, mals deux enw
sembles équivalents ne scnt pas égaux»si ce n'est par aceident.
Cette notiéﬁ d'équivalence de deux ensembles est d'une importan-

ce primordiale pour llarithmétique trangfinie. Le symbole usuel

d'égalité servira aussi bien pour les ensembles que pour les

A\

A
Y
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nombres, S5i E et M sont deux ensembles égaux, on éeriras

il s -

. 8'ils sont simplement équivalents, on éeriras
'( % : ' . E M,

(}% | Entre les cas extrémes ob deux ensembles sont disjoints
- ou égaux, 8'échelonnent divers ob les deux énaembies, cepen=

dant, possédent toujours une partie commune, Parfois chacun
des ensembles aura ga partie propre en plus'da la partie com~

mune, Parfois encore, un Seul possddera une partie propre en

plus de la partie commune; en pareil cas, téus les é1éments du
premier ensemble se retrouveront dans le second qui, lui, en-

~ globera un nombre plus ou moins considérable d'éléments addi-'
tionnels, v.gs, (a, b, ¢) et (e, b, ¢, ¢, e, £, g). En d'au~
tres termes, dans ce cés, tous et chacun des éléments d'un en-
semble sont aussi des éléments de l'autre ensemble sans que
1'inverse éoit vral, On dénomme sous-ensemble celui dont tous

les élémehts'sont contenus dans 1'autre: le sous-ensemble appa- '

rétt*ainsi'comme une partie, une partie intégrante, d'un ensem-

blé. Tel est le sens strict du terme sous-ensemble. Par exw

tenslon toutefols, on parlera encore de sous-ensemble lorsque
le scusnenéemhle et l'ensemble sont identigques; i1l est clair
que le terme 'sous-ensemble' est alors employé dans un sens

large, Cela veut dire, en d'autres mots, que tout ensembla )

est un sous-ensemble de lul-mdme, un sous-ensemble impropre,

cela va de sol, Voyons un exemple. Soit 1'snsemble M = (a,

b, ¢, d, e} et 1l'ensemble E = (a, ¢, ¢). E sgera un sous-
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ensemble propre de M, e que l'on désignera symﬁeliquemant par
E C M,

Quant & M lui~méme, 11 est aussi un sous-ensemble de M, mais

un sous-ensemble impropre pulsque M =M,

Ces. donndes ont besoln d'étre complétées. Car le mathd-
maticien ne se contente pas d‘établir &ea relations entre deux
ensembles; 11 désire en outre combiner entre eux deui ou plu-
siaurs ensembles ou, si l'on préfére, 1l désire définir et ef-
fectuer des opérations sur les ensembles, Il nous faut done
mentionner maintenant les opérations priﬁcipales'qu'on peut
effectuer avec les ensembles. Elles sont au nombre de deuxs

la réunion et l‘intarsaction.A

- L'union ou la réunion de deux ensembles est la mise en
commun de tous les éléments ou termes qui appartiennent & ltun
24 & l'autre ensemble que l'on véut fusionner. On appellera‘

o & cause de sa ressemblance )

encors cette opération g
avec 1'addition ordinaire et le signe usuel de 1l'addition ser;.
vira & la désignef. 1 A= (a, b, ¢, d) et B=(a, ¢, m n)
la réuniaﬁ de A et B donnera un ensemble C tel que

C=A+B= (a, b, ¢, d m n)s
L'ensemble résultant de 1'union de deux ensembles est done
constitud par la partie commune aux deux ensembles sfils'en ont

une, plus la partie propre & chacun,
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L'intersection de deux ensembles engendrera un ensemble
formé de tous les éléments appartenant 3 la fois 2 1l'un et A
1l'autre ensemble; en d'sutres termes,vil est composé de leur
partie commune., Cette opération sera désignée aussi par 1'ex-

pression produit logi

bien qu'elle n'ait aucune ressemblan-
ce avec l'apération'arithmétiqua du méme nom, &1 l'on reprend
les deux ensembles A et B définis plus haut, nous aurons,

pour leur intersection, un ensemble D tel que

D = 4.B = (a ¢),
I1 est elair que 1'intersection de deux ensembles disjoints,
i.es, sans partie commune donnera 1'ensemble vide O, Soient,

par exemple, A = (m, n) et B = (r, s); leur intersection

. 8aras

A.B = 0,

Une étude plus élabaréa exigerait qu'on s'attarde & consi-
déreriles_propriétés relétiVes 4 chacune de ces opérations et
celleé,qui appartiennent aux deux 1orsqu'eiles sont combinces
ensemble., Mais, pour nous, il est plus important d'examiner
brié¢vement une autre division des ensembles. D'aprds cette
nouvalle'division, le'domaine des ensembles se partagé en deux
grandes catégoriess les ensembies finis et les ensembles infiw
nis, Il n'est pas facile de marquer la différence entre ces
deux eatégcries'sans tomber dans un cercle viecieux, On dira
par exemple gu'un ensemble est fini ou infini selon éu’il reh-

ferme ou non un nombre ou une pluralité finle d'éléments. On

\
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tentera de camoufler le ¢srcle vicieux en disant que 1'enseme
ble fini est celui dont les &léments correspondent & une sec-
tion de la série des nombres haturels sachant bien, mais évi-
tant ée 1'exprimer, qus cette série gst 1111m1tée infinie.
Nous n'allons teutefcis pas nous arréter & ces difficultésy
nous nous contentons, sur ce point, de rapporter ce que disent

les mathématiciens,

La classe des ensembles infinis renferme deux sortes d'en~

sembles de cette nature: les ensembles dénombrables et les en-
semblés non~dénombrables. Selon la terminologie reconnue par
l'usage, un ensemble infinl est qualifié de dénombrable si ses
éléments peuvent &tre mis en cerrespondance bi-univoque avec

les nombres naturals; mais, 81 pareille eerrespondanee est im-

 possible, 11 sera dit non-dénombrable. BEn gualifiant de dénome

brable un ensemble 1nfin1' on a forgé un terme impropre 2 la

situation qu'il entend caracteriser on a inventé une ternino=-

logle qui n est pas heureuse. Et on a encore aggravé la situa~ -

tion en incluant sous le vocable d'ensembles dénombrablas néme
les ensembles finis, De sorte gue, pour respecter les usages
regus parmi les mathématiciens, 11 faut enténdre par ensembles
dénombrables goit les ensembles finié s0lt les ensembles infi-
nis qui sont équivalents aux nombres naturels. Et ainsi, la
catégorie des ensembles dénombrables chevauche sur les enseme

bles finis et sur les snsembles infinis dont elle englobe une

_sactiénl.‘ 81 l'on peut et si 1'on doit regretter cetie situa-

1 ¢f, B, Kamke Inggzx*fxzﬁggg, trad. P, Bagemihl, New
—-York, Dover Publ. Ihc., Pp.
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tion, on ne peut malheureusement rien faire dtautre que de

‘continuer & utiliser cette terminologle,
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CHAPITRE III

'L'ARITHMETIQUE TRANSFINIE

'L'arithmétiqua traﬁsfinie prend place parmi les études
ﬁathématiques de 1'infini, Aucune autre discipline n'en fait
une étude aussi expresse, car, seule parmi toutes les autres,
elle l'étudie pour lul-méme, Bt o'est Justgment pour cetts
ralson qu'elle constitue en quelque sorte comme le dermier
palier, le niveau supérieur des études mathématiques consa-
crées A 1'infini., Mais on pourrait difficilement y voir un
éouronﬁement,'méme 81 e'est 14 l'eopinion de plusieurs, Cqmmeﬁt
en effet voir un couronnement dans ce qui ébranle 1es assises
mémes d'un édifice éﬁ le secoue dangereusement, L'arithméti-
que transfinie donne en effet naissance 2 d'iﬁguiétants para=-
doxes, & des antinomies 1ndéairablas.qu’on s'efforce d'élimi-
ner.' Mais les solutions qu'on propose pour éearter'ces sitﬁam.
tions génantes paraissent souvent plus factices que convain-

cantess; elles ont parfois méme l'allure de pirouettes exigeant

des eontorsions nl naturelles ni rassurantes.

Maus‘n’entreprendrons pas d'exposer iei toute l'arithméti-

que transfinie,

Seules les deﬁnées,primitivesret_fendamentales
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sont indispensables 2 notre étude. Le but assez limité que
nous poursuivons ne nous dispense pas toutefois de la néces-
8ité d!uneAvue globale de l'arithmétique transfinie, Et le
meilleur moyen d'y parvenir, ¢'est, semble~teil, d'expliquer

le plus simplement du monde ce qui se cache derridre ce titre

d'arithmetique transfinie en établissant une comparaison entre

elle at 1'ar1thmét1que élémentaire, celle qui nous est si fa-
milidére et depuis si longtemps connus.

L'arithmétiqua transfinie est d'abord une arithmétique.
De ce fait, elle partagera avec l'arithmetiaue ordinaire ou
élémentaire certains traits communs aux deux, Qu'est-ce done

que 1larithmétique qui'nous est familidre? Dissipons tout

d'abord une équivoque possible. Le mot ‘arithmétiqué' peut en

effet désigner deux disciplines: la théorie des nombres ou
arithmétique supérieure que les Grees appelaient simplement
arithmétique, et aussi la discipline élémentaire du caleul que
les Grecs gpﬁela;ent”lagistique', mais que nous appelons cou-
ramment, de nos Jours, arithmétique. C'est ce dernier sens

que nous retenons, celul de discipline du caleul éléméntaire.

Discipline primitive ot élémentaire 1'ar1thmét1que ensei~

gne eomment effectuer les cpexatians les plus simples et les

plus fondamentales avec les nombres les plus simples et les

plus primitifs, Ces opédrations fondamentales sont 1’addition,

1la soustraction, la multiplication et la division, auxquelles

on pourrait encore ajouter 1'é1évation 2 une puissance et 1'ex-

traction d'une racines elles consistent toutes 2 ebmbiner deux
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nombres selon des 1ois bien détermindes de fagon & obtenir un
troisidme nombre également biep défini., Les éntités mathéma-
tiques sur lesquelles portent ces opérations sont leg premiers
ensembles de nombress les nombres naturels, les nombres en-
tiers, les nombres ratiomnels et les nombres réels, Tous ces
ensembles sont successivement issus de 1'ensamble initial, ce-
lui des nombres naturels, A 1'intérieur de chacun, on trouve
une infinité d'éléments ordonnds en une suite de valeurs crois-
santes, mais ol chaque é1lément représente une quantité finie,

bornée,

A 1'1nstar—de sa parente, l’arithmétique transfinie come
pertera elle aussi, un certain nombra d'opérations: elles se
‘réduiront & trois 1 addition, la multiplication et 1'élévation
4 une puissance. Eais ces opérations s effactueront non plus -
sur des nombres ordinaires, finis, mais sur ée nouvelles enti-
tés mathématiques qu'on appellera de préférence 'nombras trans» 3

finis! plutdt que 'nombras infinis!' eomme si on voulait éviter

de parler de nombres infinis., On utilise enccre pour les dé- i

signer, le mot 'puissance! »en allemand, gﬁghgigggig L’arithw_
métique qui s'occupe de ces nombres transfinis sera, en consée

quence, slle-méme appelée ‘transfinie'*

L’arithmétique transfinie comporte deux grandes parties.»

La premiére 8! occupe des nombres cardinaux transfinis la se-

conde des nombres ordinaux transfinis. Les pramiers correspon-

dent aux ensembles infini ob 1'on ne porte aucun intérdt A
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- 1'ordre des termes qui les composent, mais seulement & la plu-
- ralité des éléments dont le nombre cardinal est l'expression

¢t la mesure; les seconds correspondent aux ensembles infinis
ol 1'on retient non seulement la pluralité, mais ol 1l'on tient
compte en outre de l'ordre selon lequel les éléments peuvent

&tre disposés & 1'intérieur de chaque ensemble,

Pulsque 1'arithmétique est une diseipline qui effectue
des opérations avec des nombres, il faut de toute nécessité
que ceux-el lul saient'présuppasés. Dang le cas de l'arithmé-
tique ordinaire, nous connaissons les nombres soumis & ses opé-
rations de caleul. L'existence de ces nombres ne poge aucun
probldme, elle ést Justifiée avec toute 1'évidence souhaitable
par l'existence de eelleetiqns finles dent ces nombres expriw
ment et mesurent la pluralité. Mais 1l'arithmétique transfinie
opére avec une eatégorié de nombres tout 3 fait distincts des

premisrs. Ils se situent sau dell des nombres ordinaires et ils

nous sont, pour le moment, inconnus. = I1 faut donc commencer

par les introduire, Cette introduction est une téche délicate,

car 11 ne suffit pas d'inventer une clasge plus ou moins sbopn~

dente de nouveaux symboles qu'en conviendra d'appeler '‘nombres
transfinié', mals 11 faut encore justifier et garantir 1'exis-

~tence de ¢es nouveaux nombres; ¢'est 13 la partie vraiment épi-

neuse de 1l'entreprise, comme nous le verrons dans 1z suite,

Le nombre transfini constitue une extension de la notion

de nombre naturel, On sait que‘ce dernier n'est rien d'autre
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-qu'une pluralité d'unités ou, comme disaient les Anciens, uﬁe
miltitude mesurée par 1'un; Cette notion primitive, fondemen~
tale, a été élargle, et cela, dans deux directions bien diffé-

rentas,

Les besoins de la mensuration du eontinu aussi bien que le
désir de généraliser les epérétians de soustraction, de divi-
sion et d'extraction d'une racine ont néeeséité 1ll'introduction
de nouvelles entitds mathématiquas formant des eﬁsembleslde

1. Ces ensembles sont ceux des.nambres (3¢ 8

plusg en plus ri¢he#
tiers, des nombres rationnels et des nombres-1rrationnels_qui,
réunis aux préeédents, forment 1'ensemble des nombres rdels.
Toutes ces nouvelles entités mathématiques ont éventuellement .
- été appelées 'nombres' wet bien d'autres & leur suite~ , ce
qui témoigne d'un élargissement, d'une généralisation de la no~
tion méme de nombrea.' Lorsqu'on tente d'établir une eorfespan#
dance entre les points d'une droite et 1es'nembres, 1'on ne
réussit. A atteindre la perfeetieﬁ de la correspondance bi-uni-

voque3'qu'avec les nombres réels, En vertu de cette correspon-

dance, on se croira autorisé 2 parler des nombres réels comme

QA g e ?’ pp; 52"‘61&
8Eil, D« 259‘

: 3 Il existe une correspondance bi-univoque entre deux en-
sembles A et B si, d'une part, & chague élément de A cor-
respond un et un seul éldément de ‘B et 81, inversement, &
chaque élément de B correspond un et un seul €lément de A,
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“appellera alors le gontinu péométriguael, Nous trouvons 1a, et

9’!!!!-;(7 B!

aussi dans cette nécessité des nombres réels pour mesurer con-

L

———,

venablement le continu, le fondement requis pour caractériser

la premidre ligne d'extension du nombre naturel, Nous pouvons

en effet dire que cette généralisation s'oriente du discret

vers le continu tout en demeurent 2 1'intérieur du fint, car
chacun des nombres appartenant & 1'un ou 1'autre de ces diffé-
rents ensembles représente une quantité bornée, limitde, finie,

i ) R 8

La seconde généralisation revét un ceractdre tout diffé-

]

rent., Tandis que la prem1§re'va du discret au continu 3 1'in-

térieur du fini, celle-ci va du fini au transfini 2 1'intérieur

g du diseret. C'est encore un €largissement de la notion de nome ;
bre, mais d'une nature tout autre bien que, lul aussi, prenne

‘8on point de départ dans le nombre naturel, Mais alors que le

nombre naturel mesure des ensembles fihis et constitue uné'plu»

ralité finle, le nombre transfini mesure des ensembles infinis

d'unités diserdtes, Cantor lui-méme nous éclaire lA-dessus de
fagon non équivoque, Malgyé sa longueur, le passagé mérite

d'étre cité en entler, tellement 11 est révélateur,

The previous exposition of ny investigation
in the theory of manifolds (1,e.,, ensembles)
hag arrived at a point where its continua-
tion becomes dependent upon a generalization
of the concept of the real integer beyond
the usual limits; a generalization taking a
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L pirk 5, Strutk, Leetures in A
U Ceometry, Cambridge, Addison-Wesley
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direction which, &s far as I knew, nobody has
looked for hitherto,

I depend to such an extent on that generalizge
tion of the concept of number that without it

I should hardly be able to take freely even

the smallest step forward in the theory of
sets; may this serve as a,justifieation, or

if necessary, as an apology for my 1ntroducing
apparently s%range ideas into my eonsiderations,
As 8 matter of fact, the undertaking is the ge-
neralization or continuation of the series o
real 1nte§era beyond the infinite, Daring as
this migh appear, I can express not only the .
hope but the firm sconvietion that this genera-
lization will, in the course of time, have to
be conceived s a quite simple, suitable and
natural step. At the same time, I am well awa-
re that, by taking such a step, I am setting
myself in eertain opposition to wide~-spread
views on the infinite in mathematies and to
current opinions as to the nature of numberl,

Point 2 noter soigneusement, ce n'est pas en ajoutant tou-

jours de nouvesux ensembles acerus & la suite des ensombles fi-

‘nis qu}an peut atteindre les ensembles infinis. Parallélement,

¢e n'est pas en ajoutant des nombres de plus en plus grands A
las sulte ordonnde des nombres finis qu'on parviendra aux nom-
bres transfinis. En particulier, les nombres naturels forment
une suite ordennée et ouvertes ells n'a pas de dernier terme.

81 grand que séit celul qu'lon a posé ou imeginé, on peut tou-
Jours'én concevolr un plus grand, On pourrait oroire qu'en pro-
longeant indéfiniment cette sulte, en lul ajoutant toujours des
nombres de plus en plus grands, on finiralt par atteindre un

premier nombre transfini; mais c'est 1& une iliusion, Cette

1 Co texte est eité ' Abstract
_ : : par Abraham A, Frsenkel dens Abstyac
Pe .

Set Theory, Amsterdam, Nerth-Holland Publ, Co,, 1953,
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 voie est sans issue, elle nous mdne nulle part, elle nous lais-
. 8¢ irrémédiablement enfermés dans le fini, C'est ce qu'exprime

fort bien Bertrand Bussell dans le passage suivants

Every number to which we are accustomed, ox-
cept O, bas another number before it, from
vhich 1t results by adding 1 but thh fiet
infinite number does not have this property.
The numbers before it form sn infinite £0w
ries, containing all the ordinary finite
- numbers, having no maximum% no last finite
number, "after which one 1i tle step would .
~p1un%e us into the infinite:. If 1%t is assy-
med that the first infinite number is reached
by a succession of smull steps, it is easy to
ghow that it is self-contradic%ory. The
first infinite number is, in fact, beyond the
whole unending series of finite numbersl,

En d'autres termes, on ne peut pasger contintment du fini au
transfini. Ce n'est que par une savante et audacieuse voltige
qui nous transporte brusquement et d'emblée dans l'infint gue

noug pouvons y parvenir., Il nous faut maintenant dire en quoi
consiste cette aerobatis, |

4

La question des nombres cardinsux -les seuls dont nous
ayons & nous occuper- est intimement 1iée & 1'évaluation des

ensembles, Le nombre cardinal en effet, qu'il seit/fini ou

transfini, est sans doute une pluralité d'unités abstraites,

mais 11 a en outre comme fonction de révéler et de mesurer la

Bertrand Russell, Our Xnowledse
New York, The New American Library,
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pluralité d’un ensaemble particulierl. Le nombre cardinal fini
correspond & la plursalité d'un ensemble fini; le nombre cardi-
nal transfini & celle d'un ensemble infini. A chaque plurae

’i} 11té différente, finie ou infinie, correspond un nombre cardi-
nal fini ou transfinij salon qu'un ensemble renferme plus ou
U ‘moins d’unites, les nombres cardinsux carrespondants seront

- plus ou moins grands., En conséguence, les nambres cardinaux

forment une suite ordonnée.

La question se pose done de gavolr comment évaluar et mesu-

Per 1es ensembles infinis afin de classifler 1es nombres trans-

finis qui en révdlent 1la pluralité. Une suggestion se présente

spontanément & 1'esprits pour évaluer un ensemble infini, dira.
teon, i1 suffit de eompter ou énamérer les unités qui le compo-
sent. Ce processus suggeré est certes excellant en lui-méne,

Mais 11 a un défauts celui de n'étre utilec;ue pour le fini et

) )

d'étre tout & fait 1mprat1eaﬁle‘pour les ensembles infinis qui

[ - )

ne peuvent étre ni parcourus ni franchis et, partant, ni évalués

ni mesurés de cette fagcn. Hesurer en effet ¢ est déterminer

.

1a quantité d'une chose, c'est assurer une ccnnaissanca non pas

' quelconque mals trds précise d'une quantité, Mesurer suppose

.

la mise en oeuvre d'un processus de ccmparaison. I1 est clair

(.

1o songe natureilement iei & 1la distinction faita par g,
Thomas entre junerus nimeratus et RRES TS auo erg : C
dernier est, Iui aussi, une pluralité mesurde par l‘un mais
c'est une piuralité abstraite ot qui sert A évaluer les sutres

péuﬁalites. Cf. In IV Phys., lect, 17 et 19; Iz, 4.30, a,1,
a .

i

o
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que 81 pareil processus ne devait jamais aboutir & un terme,
mais demeurer toujours en devenir, il ne saurait stre question
d'en tirer une connaissance déterminde: dans de telles condi-
tions, 1& mensuration ne conduit & aucun résultat assuré, la
mesure devient 1mpossible. Et ainsi, on comprend sans peina
que le processus 1tératif d'énumération ne saurait rien donner
dans le cas des ensembles infinis,

‘Mais, devaht 1a vanité de la tentative d'évaluer des en-
sembles infinis ﬁar\voie énumérattve, le mathématicien ne se
tient pas pour vaincu, yx] cherche une autre voie, une.vaie ’

- fructueuse. Cette vole, 11 1a découvrira en analysant minutieu-
sement la marche sulvie dans 1'évaluation des ensemblas finis

eux-mémes,

I1 faut tout d'abord reconnaitre que netre fagon d'évaluer
un ensemble fini, i.e., de déterminer sa pluralité par énuméra-
tion est un procédé qui n'a rien d'élementaire ni de primitif.
Clest au contraire, malgré les apparences, un procédé évolué at
 complexe, Il comporte en fait deux temps, deux étapes, Ces
deux temps eerrespondent'aux deux questions auxquelles 41 faut
~répondre devant un ensemble donné: (1) cet ensemble a-t-il ou
non péme pluralité qu'un autre ensemble dont la pluralité nous
est déja connuej (2) au elle est en fait gette plurelité qutil
partage avec un autre ensemblé2 ‘Lorsqu'on a répondu A la pre-
miére.§uestion5 1l'on n'test encore qu'd mi-chemin de la connais-
sance désirde: 1'on sait que 1l'ensemble en cause possdde méme

pluralité qufun autre, mals 11 reste 2 savoir guelle est gettg
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Le procéddé le plus primitif pour savolir si deux ensembles
finis ont méme pluralité, s'ils possédent des Sléments en quan-
tité égale, si, en d'autres termes, 11s ont méme nombre cardi-
nal, e¢'est de lesz comparer élément & élément, Deux exemples
fort simples aideront & comprendre. Voiei deux paniers remplis,
l1'un de pommes l'autre de péches, Peut-on, méme sans savoir
compter déceuvrir 8'1)l y a autant de pommes que de péchasy
Assurément oul, et rien~n'est plus simple., Il suffit de vider
graduellemeni et sirultanément les deux paniers en retirant une
pomme de la main gauche, une péthe de la main droite, La répé
tition plus ou moine longue de cette opératién aboutira & 1'un
ou & 1'autre des résultats suivantss ou bien les deux paniers
daviendront vides en méme temps ou bien 1l'un sers vide avant
l'autre, Dans le premier cas, on epnelura qu'il j & autant de
pommes que de péches, que les deux ensembles ont méme plurali-
té, qu'ils sent dquivalents et qu’ils ont mdme nambre eardinal;
dans 1l'autre cas, on les dira 1négaux. En cas d’égalité on
saura exactament combien 11 y a de pommes si l'on sait dé ja com-
bien 11 y a de péches et inversement. Mais, de sol, le proecdds
comparatif que nous avons décrit ne saurait fournir gu'une con-

naissance incompldte, Pourtant, si incompldte soit-elle, cette
premiére connaissance e¢st tout A fait 1néispensable..

Velel un autre example, eneore plus'simpze que le précée
dents il fllustre le cas o 1'on peut, d'un seul coup d'oeil ot




j

-

) Lo TR e L

C_ I S B S

sans le moindre recours A une comparaison 1tératrve, décider si
deux ensembles sont équivalents ou non, Imaginons une salle
cohtenant des fauteuils et od sont réunies des bPersonnes, 51
ohaqué fauteuil est oceupé par une seule persome, si aucun
fauteuil ne demeure inoecupé et aucune personne n'est debout,

on sait immédiatement qu'il y a autant de fauteuils que de per-
sonnoss Sinon, les deux ensembles n'ont pas méme piural;té.

Ce qui nous a permis de dire. qu'il y a méme pluralité
lorsque tel est le cas etest cette assoeiation un 2 un entre
pommes et péches, ou entre fauteuils et personnes, Dans son
Jargon technigue, le mathématicien appelle pareille association
une correspondance b1~un1voque. Le qualificatif bl-univoaus -
veut simplement dire: deux fois univoque, e¢'est-d-dire univoque
dans un sens et univoque dans 1'autre de telle sorte qu'ad cha-
que élément du premler ensemble correspond un et un seul du ge-
cond et, inversement -1 chaque élement du second ensemble eor-
respond un et un seul du premier. En pareil cas, le mathénati-
cien estimera légitime de raisonner comme suitz 11 existe une
correspondance bi-univoque entre deux ensembles done ces deux
ensembles sont équiv&lants. Dire de deux ensenbles qu'ils'scnt
équivazents esla signifie qu'ilé possddent une méme pluralité
d'éléments; et s'ils ont méme pluralité, ils ont méme nombre ‘

cardinal ou sont mesurés par un méme nombre cardinal.

Mais pour savoir quelle est axactement la pluralité d'un
ensemble prapasé,'il ne suffit pas de savoir gu'il a méme plura-

1ité gu'un autre & moins qu'on sache aéja la'piuéalité de ce
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dernier. L'évaluation des ensembles finls suppose done une
geconde étape, unc douxidme temps que nous expliquons briévwmant.
Cette seconde étape réside essentiellement dans la construction
d'une suite-moddle 4'engembles disposés et ordonnés selon une
pluralité croissante. On y pgrvient en proeédant.ainsi. Pre-
nons deux ensembles quelconques M et N et supposons qu'ils
ne sont pas équivalents. Leur pluralité diffdre done par une

ou plusieurs unitds, Dens le premier cas, M et ¥ seront des
voising immédiats dans la suite ordonnée en voie da censtructian.
S'ils diffdrent par plus d'une unitc, nous construirons ce sege
ment de la suite qui viendra combler 1'intervalle séparant M

de N, On bbtiant‘ainéis

ces H, M‘-”l, 3*2, H“‘.;, P N, sy

On peut facilement compléter la partie initiale de la suite en
eonstruisant de proche en proche tous les ensembles qui se suc—
cédent & partir de l'anité Jusqu'a M, On obtient alors:

1,02, 3, % .., ¥, M+1, M+z, ME3, ... K, ..

De méme on peut allonger la suite aussi loin qu on veut en conse
truisant les ensembles qui succédent A N et qui diffdrent tous
par une unité. On a alorss , '

L, 2, 3, 4 ..o e, M2, M, L. N, N4l Ne2,

Cette suiteamodéle.paurrait 8tre faite d'objets conerets.

On pourrait 1'installer dans un musée. Chaque fois qué quelqu'un
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voudrait évaluer un ensemble, il pourrait alors se rendre au
misée et chercher & quelle enssmble de la sulte-moddle corres-
pond bi-univaquemant 1'enseﬁﬁle dont il veut econnaitre la plu-
ralité., Connaissant déJa les éiuralités ordonnées des membres
de la suite-modéle, la correspondance bi-univogque naué ferait
connattre d'emblée la plurﬁlité exacte de 1fenseﬁble A.évaluér.
Tout cela est fort bien, mais on devine sans peine les inconvée
nients de cette méthade, Voild pourquoi on a vite compris qu'il
¥y aurait un immense avantage & substituer 2 cette suite concrde
te, une autre suite-moddle, une suite‘abstraite, celle-13, qu'on
peut retenir de mémoire et qui peut ainsi nous accompagner sans

1, Quant ﬁn'énumére, quand on dénombre un ensemble comme

cesse
on & appris & le faire, que fait-on réellement? Pas autre chose

qu'établir une correspondance bi-univoque entre 1'ensemble A

‘évaluer et les unités d'un des ensembles de la suite-modéle

, _1 D'aucuns auront envie de sourire en lisant cette remarque,
Elle n'est pourtant pas dénuée de fondement., Elle ne fait que
reconnaitire et exprimer une tendance spontanée de 1'homme &
choisir, comme étalons de mesure des longueurs, des membres et
parties de son corps. Ces mesures qu'on appelles le pouce, le
pled, la coudée, la brasse ne proviennent-elles pas de ce gqu'on
ge servait de ces membres corporels pour évaluer des longueursy
La mensuration effectude & l'side de pareils instruments Corpo~
rels ne pouvait pas &tre rigoureuse bien entendu. mais ces inse-
truments possédaient 1'incontestable avantage dtdtre des instru-
ments conjoints, l1.e., toujours présents. Dans certaines peu-
plades grimitive55 on rencontre des suites-moddles d'évaluation
des multitudes eonstitudes par une =érie déterminée des parties
du eorps. Si pareil systdme de numération est fort limitd, 11
jouit, lui aussi, de cette présence constante & 1'évaluatetir,

B & z name s

de s philosonhie mathéme

Paris, P.U.F., 1947, p,-
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abstraite, i.e,, celle des nombres naturela 1, 2,3, vss s lLa
dernidre unité de 1l'ensemble de la sujte-moddle qu'on associe
au dernier élément de l'ensemble & mesurer nous fournit une con-
naissance exacte de la pluralité d'un ensemble, Chacune de ces
pluralités différentes constitue un nombre cardinal distinct.
Et chaque nombre cardinal est représenté pas un aymbale diffé»
rent qui n'est pas le nombre lui-méme, mais le signe de ce nom~
bre, le symbole de cette pluralité.

Revenons maintenant aux ensembles infinis, Il s'agit pour'v
nous de trouver un moyen de les évaluer en supposant que ce
solt 12 une entreprise possible. Dans sa transposition du fing
& 1'infini, le procédé énumératif d'évaluation perd toute valie

~di%é. Mais si le processus n'est plus entidrement applicable,

l’un de ses 4léments composante peut éfre reténu & condition
d'étre adapté & la situation nouvelle. L'éldment A retenir,
clest 1la carrespandance bi-univoque qu'il faudra tenter d'éta-
blir entre deux ensembles infinis pcur savolir 8'ils ont méme |
pluralité. Il est manifeste qu'on ne peut espérer réaliser cet-
te eorr93pondance en considérant les éléments un & un., Mais si

l'on réussit é decouvrir une loi simple permettant d'eXprimer

la correspondance bl-univogue, le but sera at-

teints ce faisant, on reméne le probldme d'un niveau infini & !fi

un nivesu finl ol nous pouvens et savons nous mouveir avee une
relative aisance, Et si 1'on réussit ¥ batir cette correspon- |
daﬁée bi—univoque, on coneclura que les deux ensembles sont équi-

valentsy ils auront ainsi mdme pluralité, ils auront un méme
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nombre card;nal, mais, cette folg, un nembre~card1nal transfini.

81 1l'on ne parvient pas & établir la correspondance requige, on
conelura alors & la non-dquivalence des deux ensembles, & leur
différence de pluralité; ils auront des nombres transfinis d1f-
férents., A chagque nombre transfini différent, on attachera un
symbole distinctif tout comme on le fait pour les ensembles fi.
nis,

Introduisons maintenant le symbolisme approprié aux nombres

transfinis. Nous nous donnons deux ensembles infinis M et N,

51 1'on peut découvrir une correspondance bi-univoque entrs ‘eux,

nous les dirons équivalents ¢t nous écrirons

| M ~ KN,
Au point ol nous en sommes, nous n'avons encore en notre posses-
sion gueun ﬁaﬁbre transfini individuel. Nous désireriong pour-
tant, en suppésant qu'il en existe, dénoter par quelque signe le

nombre transfini d'un ensembls infini, D2s & présent nous pou-

vons le faire, mais la valeur déterminde de ce nombre nous reste-

ra inconnue & la manidre des gquantités algébriques représentées
par des symboles littéraux. Une fagon tout & fait appropride de

désigner gymboliguement ce nombre tfansfini, clest de procéder

de la fagon suivante. Soit un ensemble M., Kous signifierons

" son nombre cardinal var 1la méme lettre B mais surmontée de

deux traits horizontaux qu'on pourrait interpréter comme indie-
quant la double abstraction de la nature et de l'ordre des &lé-

ments de 1'ensemble dont le nombre Qardinai représente la plura-

e L. f LT
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1ité, 51 donc nous avons deux ensembles M et N qui sont
équivalents, on peut tirer cette eonséquencet

e

¥ ~v N = .,..=> E:?,

En d'autres éermes; 1'équivalence entre deux ensembles entratne
1'égalité des nombres cardineux qui mesurent leurs pluralités.
Qu'on se garde bien, iei, d'une méprise possible, Nous avons |
déjd noté que si 1'égalité de deux ensembleé entratne leur dqui~
valence, celle~ci en revanche n'sntraine pas 1'égalité des deux
ensembles mals elle entraine 1'égalité des nombres cardinaux -
qui expriment et mesurent leur pluralité. En outre, tout ce .
qu'on peut conclure & partir de 1'égalité de deux nombres cardi-
naux transfinis ou finis, c'est & 1'dquivalence des ensemblos

‘qu'ils mesuvent, nullement 2 leur égalité.

Notre propos.n’exigé pas}que nous connaissions les nonmbres:
transfinis pris individuellement I1 paralt pourtant aiffiecile j
de n'en rien dire, Nous avons déjé appris que le nombre trans-
finz constitue une extension du nombre cardinal flni. Nous sa~»
vons également qu'on ne passe pas continfment du nembre fini au
nombre transfini: ce n'est pas en prolongeant toujours la suite
des nombres naturels 1, 2, 3, k, tee Dy ase, BN Y ajoutant'des
nombres de plug en plus grands qu on. atteindre les nombres transe

finis; i1 faut s'installer abruptsment et d'un seul bond dans

-1'infini. Nous ne savons pas, pour 1'1nstant, combien il y aura

de nombres transfinis, ni méme $'il y en aura un seul, S'il en

existe, il faudra qu'il y en ait au moins un, §'11 n'y en a pas
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d'autre cetl unique nombre transfini sera & la fois le plus pe-
tit et le plus grand. 6'11 y en & plus qu'un, i1 y en aura un
qui sera plus petit que les autres et 11 servira & mesurer ces
derniers: ce sera, pour ainsi dire, l'un transfini analogue a
l'un du domaine fin{. Arrétons-nous done un peu 34 ce nombre
transfini, unique ou premier,

Sur guoi lfexistenee de ce nombre transfini pourra-t-glle
s'établir7 Le nombre cardinal, gu'il soit fini ou qu'il solt
transfini exprime la plurslité ¢'un ensemble, fini ou infini,
Le premier nombre transfini devra donc se rattacher & un ensem-

ble infini., Or existe-t-il des ensembles infinis? S'il fal-
lait rattacher les nembres transfinia & 1'existence de multitu-
des ou eollections infinies actuelles, le mathématicien serait
dans une impasse.. Nous ne savons pas en effet s'il existe af~
fectivement des multitudes infinies en acte, Et méme s'il en
existe, comment pourrions-nous en &tre a&rs? Un des plus farou-

ches partisane et défenseurs de la théorie cantorienne, le pro-

fesseur Abraham E, Fraenkel de 1'Université de Jérusalem, recon-

naft sans smbages que 1tunivers physique, dang l'état actuel de
nos connaissances, ne nous fournit aucun exemple de pareils en-
Seme.QSO

48 a matter of Tact, the recent research in
physics has in 1ncreasing measure ¢onvinced
us that the exploration of nature cannot lead
to either infinite 1¥h1arge or infinitely
small megnitudes. e assumption of a fintte
extent of the physieal fpace, as well as the
- assumption of an only finite’ divisibility of
matter and ¢nergy (so small that the smallest
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| particles of matter and energy are finite),

- completely harmonize with experience, It

) thus seems that the external wo fld can af-

il ford us nothing but finite sets

Clest le domaine des nombres qui fournira la pidce justificati-

L

ve du premier nombre cardinal transfint, Nous sommes familiers

IN avec les nombres naturels ou entiers positifss ils forment une.
%f’ sulte ordonnée par valeurs croissantes, Cette suite possdde un
- tout premier terme, mais on ne peut lui en assigner un dernlers
E: c'est une suite ouvérte,'saﬁsbernes, 1llimitée, infinie, C'est

&4 cet ensemble que Cantor va attacher le prenmier nombre trans-
| finiy ¢'est cet ensemble, pris dans sa‘totalité, qu'il considé-
re comme la premidre pluralité infinie, Et pour représenter et

syuboliser cette pluralité, ce nombre, on utilise habituelle-

ment, & 1'instar de Canter lui-méme> y 12 premiére lettre de
‘l‘alphabet hébralque et zéros X _ y ¢'est-2-dire gleph-zéro.
Ajoutons qu'on connaft un second nombre transfinis 11 corres-

pond & la pluralité des nembres'réals et c'est aleph X , On

e N e N e N s R S

ignore s'il existe un ou plusieurs nombres transfinis entre

aleph=zéro et aleph, mais on soutient qu'il existe une infinitd
de nombres transfinis supdrieurs 2 aleph.
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1 Fmenkel hStE&E Sgttoo’ P 9,

2 Cantor C';
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