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CHAPITRE UNIQUE

CONSIDERATIONS  FINALES

L'exposé qui précdde nous a mis en face de deux enseigne-
ments relatifs A 1'infinis celui d'Aristote et de S. Thomas
d'Aquin d'une paft etAeelui des canteriens d'autre part., Parce
qu'elle s'impose avec une évidence particulidre, on n'aura sfi-
rement pas manqué de faire la constatation générale que ces
deux enseignements ne sont pa& eén parfaite harmonie. Il serait
assurément exagéré de dire qu'ils sont en plein désaccord et
sur tous les points, mais ils entrent en conflit sur.quelques
points'pafmi lesquels certains revétent, aux yﬁux dfun aristo-
télicien et d'un scolastique au moins, une 1mporténée primordi-
ale. Ces points en 1litige ont besoin d'étre examinés de prés,
ramis dans leur lumidre propre, diseutés;»les raisons sur les-
qﬁelles s'tappulent les'positians antagoniStes doivent &tre éva-

| ludes et Jugées,

" Dans un domainefaussi délicat, 11 y a danger de simplifier
les choses un peu trop. Pareille simplification n'est pas tou-
Jours exempte d'inexactitude ni d'injustice. Bertrand Russell

n'a pas, croyons~néus, échappé 4 ce danger lorsqu'il derivit:
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A long line of philosophers, from Zeno to M,
Bergson, have based much of their metaphysics
upon the supposed impossibility of infinite
~eollections, Broadly speaking, the difficule~
ties were started by Zeno, an ncthing mate-
rial was added until we reach Bolzano's
- goxien des Unendlichen, & little work written
in 184%7-43, and published posthumously in 1851,
Intervening attempts to deal with the problem
are futile and nefligible. The definite solu~
tion of difficulties is due, not to Bolzano,
‘but to Georg Cantor, whose York on this sub~
Jeet first appeared 4n 18821, -

On s'étonne 2 bon droit d'un pareil verdicts on se demande
81 une simplification aussi outrée, un jugement aussi peu nuan-
cé est dietd pér le parti-~pris ou par l’ignerance; Heureusen
ﬁent, rien ne nous force & souserire aux vues de Russell, Sés
énoneés dogmatigques ne rencontrent pas partout, du reste, des |
eroyants, méme dans le monde des mathématiciens, FEn effet,Hilberl ce

mathématicien dont le renom et l'autorité ne le cddent en rien

& coux de Russell s'est cru autorisé 2 déclarer dans
Unendliches |

The infinite, like no other problem, has al-
ways deeply moved the socul of men. The infinite,

b owledge of the FExterna] | d, New York, The New .
American Library, A Mentor Book, p. 130. Cette wvue de la ques-
tion n'est pas, chez Russell, le résultat d'une distraction,

On retrouve la méme inspiration et la méme simplification dans
cot autre passages "Hence many of the topies which used to be
placed among the great mysteries ~for example, the natures of
infinity, of continuity, of space, time and motion- AT9 nNow no
longer in any degree open to doubt or discugsion, Those who
wish to know the nature of these things need only read the works
of such men as Peano or Georg Cantor; they will find exact and
indubitable expositions of all these quondam mysteries", (Mys-

g ¢ d 1 London, George Allen and Unwin, p. 80.)
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lilke no other idea, has had & stimulating and
fertile influence upon the mind, But the ine
finite 1s also more than_any other concept,
in need of elarificationl. .

 Cette situation, issue d'un désaccord entre deux mathématiclens

c613bres et dont 1'autorité est universellement reconnue, & Va-
leur de signe. Elle montre que laz question de 1'infini est
abstruse et qu'elle n'a pas encore été lavée de toute obscurité.

Nous devons donc en poursuivre attentivement 1'examen.

Dans les pages qui précddent, maintes divergences de vue

ont ét4 mises & nu. Des appréciations globales ont &té faites,

. des Jugements sommaires et des condemnations absolues ont été

portés par les cantoriens & 1'endroit de leurs opposants, ILe
caractdre sommaire, absolu, sans nuances de ces déclaratiens
les rend suspectes et falt spontandment nattire le désir,'vnire
le besoin, d'examiner la situation de plus pras. Et si elles
ne sont pas nécessairement ni exclusivement éirigées eantra
l'enseignement aristotéliecien ou scolastique, il n'empéche que
celul-ci est touché et concerné. Comme, sur certains points,

les jugements cantoriens mettent en cause des données et des

‘notions Jugées d'une importance primordiale pour et dans 1'enw

selgnement aristotélicien et thomiste, il importe de mettre en

‘question, dans et pour cet enseignement; le bien-fondé de ces

Jugements,

1 cite par Hermann Weyl dans Philosophy of Mathematics and
Natural § ce, éd. rev. et sug,, trad, angl., de Olaf Helmer,
Prineeton, Prin. Unlv. Press, l9h§, pe 66, ‘
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Les prineipaux points & débattre ou & é&clairer vegardent

| 1'infini en acte, 1'énoned totum est majus sus parte et 1'an- i
L j tériorité, l'un par rapport & 1'autre, du fini et de 1'infini, |

[_ A) L'INFINTI EN ACTE

EJ L'un des premiers chapitres de cette étude 2 rappelé, &

grands traits, les propos temus par les premiers philosophes de

J

la Gréce sur l¥infini. Depuls lors cette question de 1'infini
n's jamais cesgé d'8tre débattue., De tout temps en effet 1&
possibilité de 1'infini en acte a été envisagée;' I1 eét histo-

o —

riquement incontestable que le sentiment commn s'est avéréd dé-
favorable & 1'infini en acte. Et ece sentiment commun stest

traduit dans l'énoncé Infinitum setu non datur. Maisg é'est"par |

trop simplifier les choses que de n'y voir rien d'autre qu'un

3

"déeret" arbitrairement proférs par les philosophes, comme Sem~
ble le suggérer Hausdorffl, Fraenkel, pour sa part, s'il rend
hommage é 1& philosophie et 2 la théologle scolastiques parée | r
un'elles font montre d'audace en traitant des questions délica~ '
tes envisagées ici selon des voies "similar to some trains of

thought in the abstract theory of sets”z, range Aristete parmi

— 0 O 3 o

les adversaires principaux de 1'infini en acte et des théories
M cantorienness La situation n'est pourtant pas si simple. Voi-
- 13 pourquoi 11 est nécassaire d'y revenir un psu.
d 1 Mengenlehre, p. 1l.
LJ ‘ , 2 Fraenkel gpmzxggg*ﬁgﬁ,.*, P 3 note 1.

,_Qi-ﬂ.#, p' .
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Nous avonsg aéja vu quel est l'enseignement d'Aristote sur
1'infini et qﬁelle en est la portée restreinte., Aristote a
explicitément soutenu qu'il n'existe pas d'infini en acte dans
le monde sensible, ni selon la grandeur ni selon la multitude; '
11 est toutefois favorable & 1'éternité du monde et du temps.,
Rien n'autorise quli que ce soit & conclure de 14 qu'Aristote
est contre 1'infini en acte en dehors de 1'univers physique,

Du reste, on ne peut dire non plus qu'il favorise un tel infini.
hors du monde sensible et matériel. A la vérité, Aristote ne
s'est jamals prononeé sur la possibilité d'une multitude infie-
nie en acte de nature proprement mathématique. Il n'a jamais

posé la question de 1'infini sur le plan de la guantité comme

-telle, de la quantité abstraite, non plus que sur le plan de

l’lmmateriel du pur intelligible. Et cela, il le déclare en
termes exprés comme nous ‘1'avons déja signalé ’1 - Dans son come
mentaire sur ce passage de la,Ehxg;ggg d’Aristote,'S. Thomas
d'Aquin souligne e¢et aveu dﬁ Stagirite touchant le point de vue

‘restreint de son traité sur l'infini. Et, dans sa Summa contra
‘Gentlles, S. Thomas ajoute une autre observation. Pour les te-

nants de l'éQernité du monde et de la présence dans ce monde
'depuis le début’ d'&mes-immortelles; le problame se pose de sé-
voir s'il n'existe ﬁas une multitude infinie en acte d'&mes hu-
maines., Aprés avoir rapporté diverses opinions, notamment cel-
les d'Avicenne, d’Averrods et d'Algazelis, 8, Thomas poursuit

ainsis

! Phys., IIT, c.5, 205by S. Thomas, In III Phys., lect. 7.

e e

s
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Quid autem Aristetelen senserit, ab eo expresse
non invenitur: cum tamen expresSe mundi aeterni-
tatem ponat., Ultima tamen praedictarum opinio-
num (nempe Avieennae et Algazelis) principiis

- ab eo_positis non repugnat, Nam in III gh%g.
(V, 13 sqq.$ 2052) et in I Cae A ]
8qQ.§ 271b), probat non esse infinitum actu in
ecrporibuslnaturalifus, non autem in substan-
tils immaterialibuss, ‘

Pour apprécier daventage ce passage, 1l faut connaltre la posi-
tion d'Avicenne et d’Aléazelisa Ils admettaient ltexistence si~
mﬁltanée d'une multitude infinie en acte d'&mes humaines parce
que, pour eux, 11 s'agit 1a d'une maltitude per accidens, c'est-l
&~dire d'une multitude ol les membres, les unités sont indépen~

dants 1l'un de l'autre, par opposition & la multitude'ngzggg

dont les membres sont subordonnds 11un'a l'autre et forment une

chaine causale. Méme si S, Thomas ne favorise pas cétta'apinien,

 mais plutdt celle d'Averrods Qui rejette toute multitude infinie

en acte qu'elle soit per se ou per sceidens, il reconnaft, dans
Ce passage, que la position susdite ne peut &tre rejetée en in-

- voguant les prineipes posés par Aristote,

Le_Bocteur Angélique, nous le savons, & carrément abordé et

posé la question de la multitude infinie en acte. On sait quelw
le est sa positions s'il est, en définitive; défavorable & 1'in-
fini en acte, 1l serait toutefois inexact de voir en lui un
adversaire irréductible d'une multitude infinie actuelle. S'il
estime Improbable ls possibilité de 1l'infini en acte A& propos

111 g6, e 8L

e e et e s .
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~ partant, ne ¢l8t pas le débat ou la recherche, Or, si e mul-

~ done pas facile de voir ce qui rend imposgible la multitude in-
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des multitudes, persomne, A son avis, n'a encore prouvé son
impossibilité, S, Thomas, on 1'a noté déja, discute ce probleé- f
me dans un contexte théologique; Les arguments au ‘il invoque '
contre 1'1nfin1 en particuliser dans la §gmg§_zg§g;gg1gg§, sont
1l'un, de caractdre taeologique, 1l'autre, de caractére dialecti-
que, Le premier tend -3 établir 2 titre de fait la non-exisw
tence d'une multitude infinie. Le second, s'il regarde plutdt
la possibilité d'une telle multitﬁde n'est pas démonstratif et,

titude infinie en mcte est impossible & titre méme de multituda
d'ol cette impossibilité peut-elle veniry I1 faudrait, semble~ |

t-11, qu‘elle provienne de l'une ou l'autre des deux sources
suivantess de la multitude olle-méme ou des éléments qui la |
composent, Or la multitude comme telle est quelque chose de
possible puisqu’;¢ en existe, nohamment les multitudes finies.
D'autre part, on ne veit pas non plus comment 1'impossibilité
de la multitude infinie pourrait provenir de 1'une ou 1'autre

unité la'eﬁmpasant pulsque ces unités sont possibles. Il n'est |

finle en acte, Ne seralt-ce pas pour une raison de cette sorte
que S. Thomas n's jamais totalement rejeté la multitude infinie
en acte?.

I1 faut en outre rappeler que 8§, Thomas pése explicitemernt
1'infini en acte A propos de Dieu qui ne connaft aucune limita-
tion & sa perfection, bien qu'il s'agisseAlA d'un infini par

nature bien différent de celui autour duquel se situe 1a discus-
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sion. Mais 11 n'en demeure pas moilns que, de cette manidre au
moins, le Docteur Angélique pose un infini en acte.

C'est donc simplifier dangereusement les choses que de

dire sans 1a moindre distinction sans la moindre nuance ou ré-

serve que, d'aprds les philosophes peripatéticiens et scclasti~

ques, mmmm_nm.gm

La question de 1'1nfini actuel est capitaie dana»la théo-
rie cantoriénne. Aussi certains eantoriens, tel Fraenkel,
éprouveront-ils le besoin de justifier cet infini. Guoi de
plus ngturel. Pour sa part, Fraenkel propose un mode détermind
de Jjustification. Et c'est ce mode que nous voudrions mainte-'

nant évaluer,

Comme nous 1l'avons notd auparavant, le moﬁde physique. ne

lui fournit pas la- justification gqu'il cherche, car d'aprés

'lui ¢e monde ne renferme auecun ensemble infini en acte. Il est

ainsi forcé de la chercher ailleurs. Or 11 la découvre dans la»

re ou créer un ensemble infini actuel, et cela, dans "a simul~
taneous act of thinking". Ne chicanons pas Fraenkel sur la jus
tesse de 1'expression 4' "acte simaltané de pensée"; car, ce
qu’il entend probablement signifier ¢'est que paf et dans un
seul acte de pensée, nous avons le mystérieux pouveir de crder

et de faire naltre un ensemble infini actuel d'entités telles

qu'elles seraient bilen éeterminées at toutes données dans leur

singularité propre et autonowe,

- pouvoir quasi magique que possdde notre 1ntelligenee'de produi-
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Je suis, pour ma part, profondément reconnaissant 4 Fraen-

kel de m'avoir révélé 1'existence, en moi, d'un si préeleux

- peuvolr, Mais j'aurals également fort apprécié qu'il me donndt

en méme temps la recette pour 1'utiliser efficacement. Car j'al
beau essayer de créer ﬁn ensemble infin aetﬁal d'entités ldéa-
les, Je n'y parviens pas, 'Je_puis éisément former le concept
de nombre naturel. Je puis tout aussi alsément forger un nom '
uniquélpaur le désigner. Mais, ce faisant, Je ne pose aucune-
ment uhe infinité de nombres naturels dans ce que'chécun posSsé-
de de propre et de singulier, Dans un seul et méme eoncépt
universel, dans un nom uniqué; jtatteins tous les nombres indi-
viduels possibles, mais seulement dans ce qu'ils ont en commun
et en quoi 1ls sont confondus, je ne les atteins pas dans ce

gue chacun a de propre et de particulier. ’Péur cela, il me fau-
drait poser a&tant d'actes distincts qu'il y a de nombfes parti-
culiera;’Atteindre»une infinité d'individus dans une notion
universelle est chose eoncevable, voire coutante, mals ce serait
se mépréndre gravement que d'y veoir la création d'un,inf;ni ac-
tuel dans la détermination méne de tous et chacun de ses 16~

.mentgl .

1 K -

Cf, 8, Thomas, gg Ver., 9.2, a.9, ¢,s *Et quia una forma
universalis nata est'a infinitis éinguiaribus partieipari, in-
de est quod intellectus noster quodammodo infinita cegnescit.
Sed quia 1lla similitudo quas est in intellectu, non ducit in
cognitionem singularium quantum ad ea quibus singularia ad in-
vicem distinguuntur, sed solum quantum ad naturam communen
inde est quod 1nteliiguntur per speclem quam habet apud se®,
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B) LOTUM MAJUS suU4 PARTE

C'est principalement autour de cet énoneé gu'éclatent et
se conerétisent les divergences de vue entre péripatéticiéns
ot ean#oriens. Les premiers y voient un énaﬁcé évident pour
tous; en outre, i1s ne crolent pag devolir apporter la moindre
restriction & 1'universelle validité de cette proposition et,
en fait, n'en font sucune de fagoen expresse. Les cantoriens,
‘eux, font une distinction: valable pour le fint, 1'énoncé, 2
leurs yeux, ne 1l'est plus pour 1'infini, Et, ipso facte, ils

accusent tacitement leurs ovposants d'erreur partielle,

L'opposition ne fait que se préciser et se manifester da-

vantage lorsqu'on examine l'exemple particulier dont s8e servent

‘souvent les cantoriens pour illustrer leur position. Parce

qufil existe une correspondance bi-univeque entre les nombreé
natureis et les seuls nombres pairs, ils concluent & 1l'équiva-~
lence des deux ensembles et, de 12, & 1'¢galité du tout et de

s partie propre pulgsque les nombres naturels forment un tout

dont les nombres péirs constituent une partie propré.' 8. Tho~
mas est d'un autre avis} 4 deux reprises, il affirme expressé-
nent qu*il ¥ a plus de nombres pairs et 1mpéirs_réunis qu'il y
a de nombres pairs seuls, |
Bt hoe etiam videmus in n&méris accidere; nam
species mmerorum parium sunt infinitas, et

similiter specles numerorum impariumj ol tamen
numeri pares et impares sunt plures quam paresl,

1 iila, q.10, a.3, ad 3.
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| ' Slout numeri pares sunt infiniti; et tamen
‘ nuneri pares et impares simul accepti sunt
plures numeris parfbuaf.’ ,

| Pour que 1'exposé de ls question qus nous somnes en traln | ‘
de débattre ait quelque chanoe d4'dtre clalr et efficace, nous
devrons le sectionner et proedder avec ordre, Nous diammerms

]

—

]

done €'sbord la positicn cantorienne et ensulte celle de 8, Tho-

—
L

mas qui représente b la fois, et fort bien, celle de tous les
aristotélicions et soolastiques, |

3 .3

Cantor et les siens fondent toute leur théorie de 1ltéqui-
valence des ensenbtles sur la correspondance bi-univoguet leurs

)

éléiments raspectifs se correspondent-ils bi»amimquéﬁmm, iis

- sont équivelents et, partant, ont wlme nombre sardinaly s'ils

ne se correspondent pas de cette fagon, ils ne sont pas dquiva~ |

- lents, Qu'il s'azisse d'msaﬁmas finis ou d'¢nsembles infinis, I
on verra dans la eorrespondance bi-univogue la preuve, ou -

moins le critdre, de l'équivelencs des ensembles,

(I

Que 1 ‘existence d'une telle corrsspondance garantisse 1'ée
quivalence de deux ensembles finis, nous n'éprouvons aucune difw
fioulté 2 1'accepter, et notre processus hah:!.‘cuel dénmmération |

| n'est rien d'autre qutufle mize an sorrespondance bl-univoque, dome iR

(I

me nous 1'avons montré dans un chapitre préoédent. Mals qu'est-ce

1 (3

qui nous garentit que 1'existence d'une sorrespondance bi-univoque
entratne nécessairement 1'équivelence de deux snsembles infinis?

Pareillement, 1'absence de correspondance bi-univoque emtre deux ;
engenbles finie impligue leur non~dquivelenne; et 11 semble tout B 3

(&

RN

1 %’ Ix' Q‘]-’ 301’ ad 1,

—

U
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B fait vraisemblable d'en dire sutant de deux ensembles infinis.
' Par oll 11 apparalt que 1'absence de correspondance b1~un1v6que

permet de conclure universellement & la non-équivalence de deux

L J

ensembles; par contre, la présence, entre deux ensembles, d'une

~ correspondance bi-univoque n'assure l'équivalence que 8'11 g'a-
git d'ensembles finis,

.

Ce qui suggdre cette conelusion, ¢'est la différence sui~
vante entre les ensembles finis et les ensembles infinis, Entre
deux ensembles finis, dds qu'il existe une correspondance bie -

univoque, i1 én exis%e un nombre déterminé d'autres, Pour fi-
~ Xer les idées, examinons un exemple trds simple, celul des deux
- ensembles (1, 2, 3) ot (a, b, ¢). Le tableau suivant nous

[ e B

fournit autant de fagons différentes d'établir une correspon~
[ danee bi-univoques
P
. a .b' c
{] 1 2 3 1¥re correspandaﬁge
| 1 3 2 28 . .
| 2 1 3 3e S
2 3 1 e . . ..
| 3 1 2 Se
i 3 2 1 ée . .

Nous avons 1a autant de edrrespcndances bi~univoques différen-

3

tes., Dans cat exemple particuiier, nous en trouvons six; Or

le nombre de ces pessibllites n'est pas indépendant du nombre

[ T

des eléments contenus dans chaque ensemble, Nous constatons

.

!
U
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.

qu'a la premidre lettre "a', nous poﬁvons asSdcier 1'un ou

1'autre des trois chiffres du second ensembls, Comme ils sont
au nombre de trois, 11 s'ensuit qu'il existe trois possibili-
tés, trols choix d'association avec la premidre lettre. Mais,
une fois choisi le chiffre associé & la premidre lettre ‘al,

il ne reate plus que deux chiffres qui peuvent étre assoctés -]
la seconde lettre 'b': done deux possibilités, deux choix pos-’
sibles. Enfin, une fols déterminé le chiffre devent corres..
pondre & la lettre 'b', il ne reste plus qu'une possibilitd
pour la troisidme lettre 'c's le troisidme et dernier chiffre
doit luiAcorrespondre. Kous avons ainsi trois cholx pour la
premidre lettre, deux pour la seconde, un égﬁiApour la trolsid-
me. On & done le résultat suivants

- Nombre d'associations possibless =3,2,1 = 3¢ (faégﬁriela

le

51 noz deux ensembles avaient quatre éléments au lleu de
trois, il existerait %,3,2,1 =2k = I} fagons distinctes

- 4! etablir la correspondance bi~univoqua. S'il slagissait d'ene

., Seumbles. composés de n éléments, les possibilités de eorres-

pondance bi-univogue différentes seraient au nombre de nl =
1.2.3.1" “nn (n"l)‘l'h

Mais la situation est tout autre lorsqu'il s'agit des en~
sembles infinis. Le cantorien se satisfait alors d'une seule
et unique correspondance bi-univoque. Voila qui est étonnant,
Car, puisque la pluralité des éléments qui composent deux en-

sembles infinis est sans mesure, on pourrait s'attendre & ce
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que les possibilités de correspondance bi-univoque soient elles-
mémes innombrables. Le sont-elles réellement, i1 paralt bien

difficile de le. savoir. Une chose est cependant assurde, ¢lest |

3

3

qu'on ne voit pas trés bien comment méme dans le cas é1lémeni~

1

taire de 1'ensemble deg nombras naturels et de celul des nombres
pa:ts seuls on pourrait établir faeilement une multitude d'as—
soclations bi-univoques entre leurs éléments,

-

8'11 n'y a pas mille fagons d'établir une correspondance 1

‘bi-univoque entre deux ensembles infinis, on peut;.avee uﬁ nméme r
esprit interrogateur, envisager un cas oxtréme et se demandsr

comment il se fait qu'on puisse, perfois, en établir méme une

seule. Songeons en particulier au cas classique des nombres na-

turels et de leurs carrds, Ccmmsnt se fait-11 que semblable

—3 C3 3

asgoclation puisse 8tre établie entre eux? Vue sous un certain

D

N

angle, cette cdrrespondance n'a rien qui étonne, mais, sous un

autre angle, elle surprend. On admettra volontiers que chaque
nombre naturel ait, pour lui correspondre, son ¢arré. Quel gue

soit le nombre naturel donnd, si grand soit-11, on trouvers,

3 .3

dans l'ensemble des nombres carrés, celui qui luil correspond; 11

3

suffit, pour déeouvrir ce correspondant désiré, d'aller assez
loin dans la série des carrés. Le malaise nait lorsqu'en pense

que les carrds na sont qu'une #fime partie propre des nombres

—

naturels; on ne voit Plus alors trds blen comment une corresponw

[
L

dance bi~-univoaue puisse demeurer possible, Il faut das lors

S

bien volr ol est la source de cette possibilité: clest que les

¢ H

deux séries sont ouvertes, aussi bien celle des nombres naturels

[~
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que celle des carrés de ces pnombres naturels. Toutes deux sont
en effet des suites qui ne possddent pas de dernier termes
¢’ast en ce sens qu'on peut les dire"ouvertes' ¢c'aest-d-dire
ouvertes & 1'addition indéfinie d'un élément nouveau et supé-
rieur. C'est précisément cette caractéristique des deux ensem-~
bles qui rend possible, entre eux, une correspondance bi-univo-
que bien que l'ensemble des carrds apparaisse comme un infime
sous~ensemble des nombres naturels.

Un autre aspect de la position cantorienne reguiert un exa-
men critiques elest célui de l'égélité du tout et de sa partie,
Analysons tout d'abord le cas classique dont on se sert pour
illustrer la éitaatioﬁ: celui des nombres naturels et celui des

nombres pairs entre lesquels on pose une correspondance bi-uni- |

 voquet

1, : 2, .3, h‘, 5, seyp n, e

» ’4" 6’ 8, le, rue 212, K e

Le premier ensemble, dit~on, fait figure de tout par rapport au

second: la'premiére suite est composée et des nombres impairs
et des nombres pairs, la seconde ne renferme que 1es nombres

pairs: elle n'est done, conclut-on, qu'une partie de la premiére
suite. |

A ce sujet, une premidre femarque s'impose. Elle prend la

forme de la questiansuivantez peut-on vraiment parler de 'tout!?
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- nion des parties qui le composent. En es seng, 11 n'y a vrai-

~ complet, perfection, que lorsque toutes les parties composantes

; et ne peut jamais 1'étre, on ne peut pas vraiment parler de

pression n'est pas fautivej elle est correcte et justifiable.
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& propos de la suite dés nombres naturels? Nous devons donc
nous arreter & la notion de tout et a l'usage qu'on fait du
terme, Nous l'avons déjé fait, mais 11 importe d'y revenir,
Prise dans son sens propre et strict, la notion de tout réfire

-au tout intégral, c'est-a-dire au tout qui résulte de la réu-
 ment et proprement de tout que 12 oll 11 y a achdvement, état

sont données, pasées acquises, Tant et asussi longtemps que la_
dernidre partie n'est pas apposee 11 n'y a pas encore de tout
sl on prend le terme dans son sens striat et propre. Par cone

séquent, comme la suite des nombres naturels n'est jamais posée.

tout & leur sujet, Il n'est pas approﬁrié'ée dire des nombres
naturels qu'ils forment un tout, une totalité; 1ls ont beaucbup~

plus raison de partie que de tout, comme le souligne Aristote,

- On ne manquera pas de soulever ici une objection, On rap-
pellera que, tris souvent, on emploie l'expression 'tous les
nombres naturels' comme on dit 'tous les hommes'y pcurtant les

nombres naturels ne scn% pas tous donnés & la fois, Cette ex-
Mais elle ne détruit ni méme n'entame en rien la validité de
notre propes antérieur. Voyons comment il peut en &tre ainsi.

Notong d'sbord que, dans les expressions susdites et autras

semblables, le terme 'tous' peut comporter un sens distributif
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ou un sens collectif, Dans le premier cas, 1l est synonyme de
‘chacun' et correspond au terme latin gmnis. Ainsl lorsqu'on
41t 'tous les hommes sont mortels' le prédicat affecte, non pas
la collectivité des hommes en tant que telle, mals chague houme
de cette collectivité la propriété d'étre mortel est 'distri-
bude's Ce sens et cet usage du terme ‘'tous', s'il est peut-étré
le plus fréquemment usité, n'est pas celui dont i1 s'agiﬁ dahs
le probldme 2 l'étudea |

Mais le terme 'tous' dans les expressions semblables & Célv
les que nous avons mentionnées plus haut peut référer directe-
ment & l'ensemble des individus réunis et non plus & chacun des
éléments de la collectivits, &1 je dis: 'tous les hommes for-
nent une immense société’  le prédicat ne peut valoii_que pour
la collectivité des hommes, non pour chacun pris individuelle-
ment. De mdme si je diss "tous les nombres naturels composent
un ensemble infini et dense’ 'J eXprime des propriétés qui ne
valent que pour l'engzembie, Ce qu'il faut blen voir iei, c'est
que ces expressions valent méme si tous les hommes possibles cu
tous les nombres naturels possibles ne sont pas donnés en acte.
En d'autres Yermes, pareil usage du terme 'tous' ne pose pas
nécessairement 1l'existence d'un tout au sens plein et fort; la
collectivité impliguée par ces eipressiens peut atre_aéhevée ou
non, compldte ou non sans que la validité de 1'énoncé Cesse pour
autant. Le vrai sens du terme 'tout' entendu strictement, est

oxposé par S. Thomas dans le passage suivanti
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Totum vero significat colleetionem partium in
aliquo uno: et -ideo in illis proprie dieitur
totum in guibus, opnibus pe bus_aceep

simul, £1t wnun’ perfectum. cujus perfoctio -
nulli’ partium competit, sicut domus et animall.

Lo collection des nombres naturels ne satisfait pas aux strice

tes exigences de la notion de taut; parce que ¢ette collsction
n'est jamais parachevée ni parfsite,. On peut done dire trés
.justement, en dépit de 1'aspect paradoxal de 1'énoneé, que tous

les nombres naturels ne forment pas un tout,

Done, 3 proprement parler, il est impossible de dire de 1la
sulte des nombres naturels qu'slle est un tout, Bty s'il en
est bien ainsi, on ne pourra voir dans les nombres naturels,
d‘'une part, et, d'autre part, les nbmbrés pairs, un cas récal~

citrant & la validité de 1'énoned zgzgg_mgju§~§gg_g§z§g, car,

dans cet énoncd, il s'agit d'un tout intégral et de sa partie
intégrante, |

Il faut dire plus. Supposons pour un instant.qu'on puisse
vraiment considérer les nombres naturels comme un tout authen-
tique. Né devrait~on pas alors accorder aussi que les seuls
nombrés palrs de la seconde suite forment également un tout, un
tout moins vaste que le prenier sans doute, mais un tout guand
méme. Dans ces conditions, on ne peut sucuhement relier les
deux par 1'énoncé du tc -

puisque,
maintenant, il n'est plus guestion de partie, mais uniquement

1 In V Metaph,, lect. 21, n. 1108,
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de touts, alers que plug haut on notait qu'il fallait considé-
rer les deux ensembles proposés non pas comme deg touts, mais

comme des ensembles ayant plutdt raison de parties.

Allons plus loin. Accordons provisoirement aux cantoriens

- que la suite des nombres naturels forme un tout. Par ailleurs,

'nous devons &tre d'accord avec eux pour recomnattre que les nome~

bres pairs constituent une partis intégrante des nombres natu-

rels, Maintenant, considérons les deux suites entre lesquelles

- on a établi une correspondance bi-univoques

1, 02, 3, 4% 5 e om, )
2’ ;4', 6, 8, 10, X 2!1, [ X ’ : (P)

En vertu de la correspondance bi~univoque qu'ils établissent en=
tre les deux suites, les cantoriens eonaluenﬁ A 1'équivalence
des deux ensemble# et, par sureroit,'& 1'égalité du tout et de
sa partia, Or cette econclusion ne-pa:ait pas valide, En effef,
pour quels ensembles cette correséondance vaut-elle sinon pour
les éléments de (N) et ceux de (P)? La suite (P) ‘renfgrma
les nombres paifs; Mals ces nombres pairs font-ils partie de la
suite (N), Manifestement mon; les nombres pairs qui sont par-
ties constitutives, intégrantes de la séquence (N), ce sont les
nombres pairs soulignés dans (N), Il est tout & fait inexact de
considérer les suites (N) et (P) comme un tout intégral et sa
partie intégrante. La séquence (P) n'est aucunement une partie

intégrante de (H), elle est autonome et indépendante, Il est
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- aucunement différent de la marque 2 de la suite (P) si 1'on

 fient une seule et méme_chose. Mais 11 n'en demeure pas moins

L'ensemble (P) des ndmbres palrs est ainsi absorbé par l'en-
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tout & fait faux de partir ds 13 pour conclure & 1'égalité du
tout et de sa partie, pour nulle autre raisen gu'on n'a pas, 1&
affaire & un tout et & sa partie mais & deux entités indépen=~

dantes du point de vue de leur composition.

Rul doute que les cantoriens ne cdderont pas facilement A
cette dernidre raison. Ile voudront probablement rétorquer et
dire que nous ne devons pas considérer les chiffres matérielle-
ment, mais formellement, ¢'est-d-dire salon leuﬁ éignificatien.

Il est blen entendu que le symbole 2 de la suite (N) n'est
s'en tient & 1'aspect formel du ehiffres 1'un et l'autre signi-

que ce sont deux marqhes deux dessins; méme s'ils possddent
méme signification, méme s'ils ont méme ccnfiguration ce sont
deux marques dont l'une n'est pas 1'autre. Mais_eonsidérons,
pour un instant, la seule signification des symbolesgs cela veut

dire, d'aprds la théorie des ensembles, que

N +« P = N,

semble (N) qui renferme les nombres impairs et les nombres
pairs comme parties intégrentes, Tout va bien jusqu'ici. Mais
la situation commence A se détérioref-évpartir“du moment ol 1'on
tente d'établir une correspondance bi~univeque entre les nombres
palrs et impairs de (N) dtune part et, d'autre part, les seuls

nombres pairs du méme ensemble (N}, i.e., ees nombres pairs qui
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sont vraiment partie intégrante de (N). On est alors fored de
reconnaftre que la correspondance bi-univoque n'est plus possi-
ble. Par exemple, prenons le cas particulier du nombre 2, En
vertu de lafcorrespondance directe, 2 correspond A h, mais, en
vertu de la correspondance inverse, ce méme. 2 doit correspon-
dre & 1. Il n'y a done plus de correspondance bi-univoque, Et
1'absence de cette correspondance entralne 1'invalidité des cone
'séquenées gui lui sont asseciéesﬁ an partieulier celle qui est
relative & l'égalité du tout et de sa partie dans le domaine de
1'infini, ’

Revenons ﬁaintenant &4 8, Thomas qui, avec Aristote et blen
d'autres scolastiques, aurait eu le tort de ne pas spéeifier

les conditions restreignant au fini le domaine od 1'énoncé totum

est mejus sua parte est valide,

 La réponse A cefte'objecticn est des plus simples., Il faut
dire tout d'abord que, pour S, Thomas et les autres, 1'énoncé ne
g'applique pas 3 1'infini, Il ¥ & plus cependant, 8, Thomas en
effet n'avait auecun beseoln de formuler expressément des condi-
tions restrictives pour limiter au fini la validifé de l'énoncé,
Quand on connalt bien son enselgnement, quand on sait comment i1
utilise les différents sens des mots et 1'ordre de priorité en-
tre ces sens, on sait tout de suite que 1'dnoncé n'est valide que
pour le fini, Cet énoncé, nous le savons, est tenu par Aristote
et S, Thomas eomme ncn.seulement évident en soi, mais eneére évi-
dent pour tous., De tels énoncés se composent des termes les plus |

communs et les plus eonnusz on en acquiert la connaissance inmée
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diate & partir d'un seul cas, d'une seule réalisation., Le tout
intégral d'ordre quantitatif est celui d'od est tiré;cette NOw-
tion primitive et manifeste de 'tout' et il en va de méme pour
celle de 'partie' qui lul est corrélative. Il ne s'agit aucu~
nement, dans 1'énoncé en cause, de tout universel ni de tout
potentlel. 8'il s'agissait du tout universel, nous serions en
face d'une situation‘nettement paradoxale. Nous savons en effet
que le genre est un tout universel pai rapport aux espéces qui
sont sous luij & ce point de vue, il déborde chacune des espd-
ces, il est plus 'grand' qu'elles, Rien n'emp&che pourtant qu'a’
un sutre point de vue il entre cémme'partie constitutive de 1'es-
pece puisque'celle—ci est composée du genre et de la différence

spécifiquet alors, 1'espdce est plus 'grande' gue le genre,

?arce que 1'énoncé gggnmgm_igg_ggg_pgggg vaut strictement
pour le seul tout intégral et que, d'autre part, 1'infini n'est

pas un tout intégral parce qu'il n'est Jamals achevé, 11 devient

évident Que S. Thomas n'avalt sucune spéeification restrictive &

formuler, Pour qul connatt son enseignement, il est clair que

1'infini n'entre pas dans la signification du tout, du tout in-
tégral. |

C) RABPORT DU FINI ET DE L INFINDT

Le troisisme point qui fonde 1'opposition entre cantoriens

et aristotéliclens seolastiques, c'est la question de 1'antério-

rité, au point de vue de notre connaissance, du fini sur 1l'infini
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ou de 1'infini sur le fini,

La théorie cantorienne a conduit & poser 1'infini comme

antérieur au fini, En déf;n1$sant un ensemble infini comme ce-

lui qui équivaut A 1'une de ses parties propres et 1'ensemble
fini comme celul qui n'est pag tel, on affirme, . indirectement
et implicitement, que 1'infini est connu d'abord et que, par .
opposition, on connaft ensuite le fini, Cotte position rejoint
celle de Descartes qui éerivait dans une lettre & Clerselier:
Or Je dis gque la notion que j'ail de 1'infini
est en moi avant celle du fini, pource que,
de cela seul que Je congois 1'8tre ou al
tsi?ztpenser s'il esg fini og Infini,
cles re Infini que je congols; mais
afin que je puisse concevoir un 8tre i;n&n
il faut que je retranche guelque chose de
cette notion générale de l'é{re, laquelle
par conséquent doit préeéderl, A
Cetteiposition est manifestement contraire 2 l'enseignement
aristotélicien et scolastique. Dans cet enseignement, notre con-
naissance prend son point de départ dans le monde des sens qui
ne nous révdlent que des entitds finles. Selon la voie néturelle
de notre conhaissance,.nous atteignons 1'infini dans une opposi-
tion, négative ou privative, au fini. la négation ou la priva-

tion n'est Jamais que la négation ou la privation de quelque_'

Deseartes, 0 Descartes, publides par Charles Adam

et Paul Tannery, Correspondance t.V, Parig Vrin, s.d., p. 356.
Voir aussis Mégi%gﬁ;ggg, IIIs "ﬁuisque au contraire, je vois

manifestement qu'il se Pencontre plus de réalité dans la subse

tance infinie que dans 1a substance finie, et partant que Jrai
en gquelque fa%on premidrement en moi 1s notion de 1'in ini, que
~8-dire de Dieu, que de mol-méme™, ,
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chose: 11 n'y a pas de négation pure ou'absolue, c'estua-diie
qui ne se réfdre pas A quelque ehosé. Dans ces conditions, il
semble impossidle que le privatif ou le négatif soitVCanu
avant éa dont il prive ou avent ce qu'il nie. Or tel est bien
le cas du fini et de 1'infini, Ce terwe 'infini' se dit par
négation ou privation éu fiﬁi. Bt 1'on ne voit pas eamment,

selon notre prqpre'm@de de connaitre, il pourralt en &tre autre-~

7
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- ne hésitation. La sureté au'lon y remarque peut nous y sembler

- majeures qui, au cours des sidcles ont menacé de rulne tout 1'é-

" CONCLUBION

Notre étude touche & sa fin., Non pas paice qu'elle appor-
te une solution finasle et définitive aux probldmes goulevés ou
parce qu'elle cldt un débat, mais simplement parce qu'ells a
attéintlle but qﬁ'elle s'était proposés celui de mettre bien

en face deux‘enseignements qui 9'écaftent sur plus'd'un point,

En gulse de Temarque finalé, nous eroyons opportun de si-
gnaler et de souligner quelques propos d'Abrahsm A. Fraenkel
et de Yehoshua Bar-Hillel qu'on trouve au début de leur ouvrage

Nous avons assez souvent mentionné

Fraenkel au cours de ces pages en nous référant 3 son ouvrage

antérieur Abstract Set Theory. L‘expcsé qu'on y trouve est fer-.
me, assurd, les explications qu'il y fournit sont déterminées,

catégoriques. Le ton y est décidé et ne laisse scupgonner aucu- '
1nqu1étante; elle est, en tout cas, étonnante.
I1 est curieux de trouver un ton beaucoup moins assuré dans

Foundations of Set Theory., Fraenkel y rapbelle les troié erises

difice mathématique, crises qui, toutes troils, sont directement
dues & 1l'intervention de l'infini en mathématiques sous diverses

formes. La premidre crise est celle que les Pythagoricieﬁs ont
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connues la découverte des irrationnelles a en effet ruiné leur
théorie des proportions‘qu'ils croyaient générale alors qu'el-
le ne valait que pour les quantités rationnelles. La seconde
a sulvi l'invention du caleul infinitésimsl, La querelle &
laguelle donna lieu 1'usage des quantités 'infinitésimales!
conduisit & 1'grithmétisation de l'analyse et de la thdorie
des fonctions, ce qui replaga 1'édifice mathématique sur des
bases solides, L'arithmétique cantorienne provoqua la troisid-
me crise & la fin du sidele dernier. Fraenkel reconnatt ici la
gravité de cette crise. Dans les quelques lignes qui suivent
on a peine 3 reconnaltre 1'asssurance dont 1l faisait preuve
dans son précédent ouvrages
More than the mere appearance of antinomies
in the basis of a set theory, and thereby
of analysis, it is the fact that various at-
. tempts to overcome these antinomies, to be
dealt with in the subsequent chapters, re-
vealed a fargoing and surprising divergence
of opinions and conceptions on the most fun~
demental mathematieal notions, sueh as set
and number themselves, which induces us to -
speak of crisis that
mathematics 1s still undergoing.
Cet aveu de Fraenkel est nettement corroboré par cette con~
fession de Hermann Weyls |
We are less certain than ever about the ulti-
mate foundations of (logie and) mathematiecs.

Like everybody and everything in the world
to~-day, we have our "erisis", We have had it

1 Foundetions of Set Theo:
blishing Company, 1958, p. 15.

Amsterdam, North-Holland Pu-
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for nearly fifty years, Outwardly it does not
seem to hsmper our daily work, and yet I for
one confess that it has had & considerable
practical influence on my mathematical lifes
it directed my interests to flelds I congide-
red relatively "safe", and had been a constant

- drain on the enthousiasm and determination
with which I pursued my research workl,

Ces témoignages sont ¢loguents. Ils nous apprennent qQue
la position des mathématiciens cehtemporains sur 1'infini n'est
peut-&tre pas aussi solide qu'on nous en donne parfois 1'im-

pression, ce Qui, du méme coup, montre que la position aristo~ -

télicienne et scolastique reste, aprés tout, fort acceptable,

1 Cité paf Freenkel et Bar-Hillel & la page 5 de leur ou-

ong of Sg heOTY.«
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